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Часть I. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ
Глава 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ
1.1. Основные понятия 
Теория вероятностей – это математическая наука, изучающая закономерности случайных явлений, наблюдаемых при массовых повторениях испытаний.

Случайное явление – это такое явление, которое при неоднократном воспроизведении опыта протекает каждый раз по-разному. 
Например: изменение курса валют, подбрасывание монеты или игрального кубика, стрельба по мишени. 
Одним из основных понятий теории вероятностей является событие. 
Событием называется результат опыта (испытания), который в результате опыта может произойти или не произойти.

Например: Повышение курса валют, попадание в мишень при выстреле, выпадение двух очков на грани игрального кубика и т.д.
События принято обозначать большими буквами латинского алфавита: А, В, С…
Классификация событий
1. Событие называется достоверным, если при повторениях опыта оно всегда происходит.

2. Событие называется невозможным, если при повторениях опыта оно никогда не происходит.

3. Событие называется случайным (или возможным), если при повторениях опыта оно может произойти, а может не произойти.

4. События называются равновозможными, если условия их появления одинаковы и нет оснований считать какое-либо из них более возможным, чем другие. 
5. Два события называются несовместными (совместными), если появление одного их них исключает (не исключает) появление другого.

6. Два несовместных события, из которых одно обязательно произойдет, называются противоположными. Противоположное событие для события А обозначается 
[image: image1.wmf]A

.

7. Отдельное, единичное событие, которое является конечным результатом какого-либо явления, называется простым (элементарным) событием. 

8. Событие называется сложным, ели оно состоит из совпадения или последовательного появления двух или нескольких простых событий. 

9. Несколько событий образуют полную группу событий, если в результате опыта обязательно наступает хотя бы одно из них. На практике широкое применение находит полная группа несовместных событий. 
1.2. Алгебра событий

Суммой (или объединением) событий А и В называется событие С, состоящее в появлении события А, или события В, или обоих вместе. 

Суммой (или объединением) нескольких событий называется событие, состоящее в появлении хотя бы одного из этих событий. 
Обозначение суммы: 
[image: image2.wmf]ABC
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, 
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Произведением (или пересечением) событий А и В называется событие С, состоящее в появлении события А и события В. 

Произведением (или пересечением) нескольких событий называется событие, состоящее в совместном появлении всех этих событий. 
Обозначение произведения: 
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Например. Фирма получает заказ на поставку товара от двух магазинов. 
Событие 
[image: image6.wmf]×
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– первый магазин сделал заказ, событие 
[image: image7.wmf]×
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– второй магазин сделал заказ. Рассмотрим следующие события.

Событие 
[image: image8.wmf]×
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– два магазина сделали заказ на поставку товара, т.е. 
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Событие 
[image: image10.wmf]×
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– один магазин сделал заказ на поставку товара, т.е. 
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1.3. Частота события 
Пусть произведена серия из n опытов, в каждом из которых могло появиться или не появиться событие А. Допустим, что событие А появилось m раз.

Частотой события А называется отношение числа появлений события к числу всех произведенных опытов. 

Частота обозначается 
[image: image12.wmf]×
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Например. В серии из 15 выстрелов получено 7 попаданий. Определить частоту попаданий. 
Событие А – попадание, 
[image: image14.wmf]15, 7
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Свойства частоты
1. 
[image: image16.wmf](
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2. Частота достоверного события равна единице. 

3. Частота невозможного события равна нулю. 
4. Частота события изменяется с изменением числа опытов. 
1.4. Вероятность события
Вероятность является одним из основных понятий теории вероятностей. Вероятность события дает численную меру объективной возможности появления события. Формулу для непосредственного вычисления вероятности события, дает классическое определение вероятности.

Вероятностью события А называется отношение числа благоприятствующих этому событию случаев к общему числу всех единственно возможных и равновозможных случаев:
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В этой формуле Р(А) – вероятность события А, n – общее число случаев (исходов испытания), m – число случаев, благоприятствующих событию А.

Случай называется благоприятствующим событию А, если появление этого случая влечет за собой появление события А. 
Например. В ящике находится 150 стандартных и 50 нестандартных деталей. Какова вероятность того, что взятая наугад деталь окажется нестандартной?

Событие А – нестандартная деталь. 
Всего деталей 
[image: image18.wmf]15050200
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 – это общее число случаев. Число благоприятствующих событию А случаев 
[image: image19.wmf]50
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Свойства вероятности события
1. 
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2. Вероятность достоверного события равна единице. 
3. Вероятность невозможного события равна нулю. 
4. Вероятность события не зависит от числа проведенных опытов и остается постоянной до тех пор, пока условия опыта не изменятся.

Связь частоты и вероятности
При увеличении числа опытов частота события все более теряет случайный характер. Случайные обстоятельства, свойственные отдельному опыту, в большой массе опытов взаимно погашаются, и частота проявляет тенденцию стабилизироваться, колеблясь около некоторого числа. Длительные наблюдения показали, что это постоянное число есть вероятность появления события. Вероятность события есть, по сути дела, предел частоты при увеличении числа опытов, а потому частоту называют статистической вероятностью.

Геометрическая вероятность

На практике часто встречаются испытания, исходы которых являются или неравновозможными, или их число бесконечно. Так, если испытание состоит в том, что сигнальщик в течение часа должен принять мгновенный световой сигнал, то его возможными исходами можно считать появление сигнала в любой момент времени в течение этого часа. Множество исходов испытания такого типа бесконечно, оно может быть иллюстрировано геометрически в виде совокупности точек отрезка прямой, плоской фигуры или пространственного тела. Такую схему испытаний принято называть геометрической.

Пусть в результате испытания наудачу выбирается точка в области S. Требуется найти вероятность того, что точка окажется в области s, являющейся частью области S.

Пусть исходы испытаний распределены равномерно, т.е. можно считать, что вероятность попадания наудачу выбранной точки из области S в какую-либо часть s этой области пропорциональна мере этой части и не зависит от ее расположения и формы. Тогда, 
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где 
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 есть меры соответствующих областей, выраженные в единицах длины, площади или объема.

1.5. Элементы комбинаторики
При подсчете общего числа случаев – n и число случаев, благоприятствующих событию А – m, часто приходится рассматривать различные комбинации из элементов некоторого множества.

Различные группы, составленные из элементов какого-либо множества и отличающиеся одна от другой порядком элементов или самими элементами, называется соединениями.

Соединения называются упорядоченными, если порядок элементов играет роль, и неупорядоченными, если порядок элементов роли не играет.

Соединения могут быть без повторений, если элементы повторяться не могут, и с повторениями, если элементы в соединении повторяются.

Например. Телефонный номер 263-03-96 – упорядоченное соединение с повторениями из 10 цифр по 7.

Соединения бывают трех видов: размещения, перестановки и сочетания.

Упорядоченные соединения из n элементов по m называются размещениями.

Число размещений обозначается 
[image: image25.wmf]m
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 и вычисляется по формуле:
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Например. Сколько можно составить трехзначных чисел из нечетных цифр, если каждую из этих цифр использовать только один раз?


[image: image27.wmf]{
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Соединения, состоящие из одних и тех же элементов и отличающиеся только порядком элементов, называются перестановками.
Перестановки – это размещения, у которых 
[image: image31.wmf]mn
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Число перестановок обозначается 
[image: image32.wmf]n
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 и вычисляется по формуле:
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Например. Сколько пятизначных чисел можно записать при помощи цифр 1, 2, 3, 4, 5, если каждая цифра входит в изображение числа только один раз?


[image: image34.wmf]5
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Неупорядоченные соединения из n элементов по m называются сочетаниями.

Число перестановок обозначается 
[image: image35.wmf]m
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Составим все сочетания из n элементов по m. В каждом из полученных соединений возможными способами, произведем перестановку элементов. Получим 
[image: image36.wmf]m
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 размещений, поэтому:
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отсюда:
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Например. В группе 25 студентов. Сколькими способами можно назначить из них дежурных в составе трех человек?
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Применение формул комбинаторики для вычисления вероятностей
При решении задач по данной теме рекомендуется использовать классическую формулу для вычисления вероятности события 
[image: image40.wmf]n
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Число случаев m и n удобно находить, пользуясь таблицей.
	Соединения
	Упорядоченные
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	С повторениями
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Например. В партии из n изделий m бракованных. Определить вероятность того, что среди выбранных l изделий ровно k окажутся бракованными (
[image: image46.wmf]mn
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Решение: Обозначим через А появление k бракованных изделий среди выбранных наудачу l изделий. 
Вероятность события А находим по формуле 
[image: image49.wmf](

)

m

PA

n

=

.

Общее число случаев n=
[image: image50.wmf]l
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, т.к. любая комбинация из n изделий по l имеет одинаковую возможность появления. 

Число случаев, благоприятствующих событию А: m=
[image: image51.wmf]klk
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, т.к. всех бракованных изделий m, то число способов, которыми можно выбрать k бракованных изделий равно 
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, но каждый из этих способов будет дополняться любой группой изделий из числа способов, которыми можно вынуть оставшиеся 
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Поэтому:
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1.6. Примеры решения задач к главе 1
Пример 1.1. В коробке находится 120 ручек с синим стержнем и 60 с красным. Какова вероятность того, что взятая наугад ручка окажется с красным стержнем?

Решение: Событие А – ручка с красным стержнем.
Для нахождения вероятности события А применяем формулу:
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Пример 1.2. В ящике 21 стандартная и 10 нестандартных деталей. При перевозке одна деталь утеряна. Наудачу извлеченная (после перевозки) из ящика деталь оказалась стандартной. Найти вероятность того, что была утеряна: а) стандартная деталь; б) нестандартная деталь.

Решение. а) Событие А – утеряна стандартная деталь. 
Так как извлеченная стандартная деталь не могла быть утеряна, то могла быть потеряна любая из остальных 30 деталей: 
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Причем среди них было 20 стандартных: 
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Вероятность того, что была потеряна стандартная деталь: 
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б) Событие В – утеряна нестандартная деталь. 
Среди 30 деталей, каждая из которых могла быть утеряна, было 10 нестандартных. Вероятность того, что потеряна нестандартная деталь: 
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Пример 1.3. Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма выпавших очков равна 3 (событие А).
Решение. Событие А – сумма выпавших очков равна 3.

Общее число равновозможных исходов равно 
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 (каждое число очков, выпавших на одной кости, может сочетаться со всеми числами очков, выпавших на другой кости). 
Среди этих исходов благоприятствуют событию А только два исхода (в скобках указаны числа выпавших очков: 1; 2 и 2;1), т.е. 
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Тогда искомая вероятность 
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Пример 1.4. В отделе из 7 человек нужно выбрать начальника и его заместителя. Найти вероятность того, что ими окажутся два вполне определенных человека.

Решение. Событие А – начальником и его заместителем окажутся 2 вполне определенных человека.

Воспользуемся классической формулой для вычисления вероятности события 
[image: image68.wmf]n
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Т.к. соединения в данном случае упорядоченные и без повторений, то 
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Тогда 
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Пример 1.5. Найти вероятность того, что при бросании трех игральных костей шестерка выпадет на одной (безразлично какой) кости, если на гранях двух других костей выпадут числа очков, не совпадающие между собой (и не равные шести).

Решение. Т.к. соединения в данном случае неупорядоченные и без повторений, то общее число элементарных исходов испытания равно числу сочетаний из шести элементов по три, т. е. 
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Число исходов, благоприятствующих появлению шестерки на одной грани и различного числа очков (не равного шести) на гранях двух других костей, равно числу сочетаний из пяти элементов по два, т. е. 
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Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих интересующему нас событию, к общему числу возможных элементарных исходов: 
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Пример 1.6. Из 5 экономистов и 6 бухгалтеров необходимо выбрать группу из 7 человек. Какова вероятность того, что в эту группу попадут 4 экономиста и 3 бухгалтера?

Решение. Событие А – в комитете окажутся 4 экономиста и 3 бухгалтера.

Воспользуемся классической формулой для вычисления вероятности события 
[image: image74.wmf]n
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, где m – число благоприятных событию А случаев, n – число всех случаев.

Т.к. выборка в данном случае неупорядоченная и без повторений, то 
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Пример 1.7. В ящике 20 сигнальных ракет, из которых 6 красного цвета остальные зеленого цвета. Какова вероятность того, что среди взятых наудачу пяти ракет 3 окажутся красного цвета?

Решение: Событие А – среди взятых наудачу пяти ракет 3 окажутся красного цвета.
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Тогда 
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Пример 1.8. В ящике 10 одинаковых деталей, помеченных номерами 1. 2,…,10. Наудачу извлечены шесть деталей. Найти вероятность того, что среди извлеченных деталей окажутся: а) деталь № 1; б) детали № 1 и № 2.

Решение: а) Событие А – среди извлеченных деталей окажется деталь №1.

Общее число возможных элементарных исходов испытания равно числу способов, которыми можно извлечь шесть деталей из десяти, т. е. 
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Найдем число исходов, благоприятствующих интересующему нас событию: среди отобранных шести деталей есть деталь №1 и, следовательно, остальные пять деталей имеют другие номера. Число таких исходов равно числу способов, которыми можно отобрать пять деталей из оставшихся девяти, т.е. 
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Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих рассматриваемому событию, к общему числу возможных элементарных исходов: 
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б) Событие В – среди извлеченных деталей окажется детали №1 и №2.

Число исходов, благоприятствующих событию В (среди отобранных деталей есть детали №1 и №2, следовательно, четыре детали имеют другие номера), равно числу способов, которыми можно извлечь четыре детали из оставшихся восьми, т. е. 
[image: image85.wmf]70
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Искомая вероятность 
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Пример 1.9. При проверке в библиотеке обнаружено 5 бракованных книг в партии из случайно отобранных 100 книг. Найти частоту появления бракованных книг.

Решение. Событие А – книга бракованная.

Частота события А равна отношению числа испытаний, в которых появилось событие А к общему числу произведенных испытаний:
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Пример 1.10. При выполнении спортивного упражнения стрелок в первой серии из 30 выстрелов поразил 28 мишеней, а во второй серии из 30 выстрелов – 24 мишени. Какова частота поражения мишеней в каждой серии и при выполнении всего упражнения?

Решение: а) 
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Пример 1.11. Определить число промахов, если известно, что произведено 16 выстрелов, а частота попадания равна 
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Решение: 
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b) 
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c) 
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Пример 1.12. Из скольких элементов можно составить 72 размещения по 2 элемента в каждом?

Решение:
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Пример 1.13. Сколько различных чисел можно записать при помощи цифр 0, 1, 3, 4, 7?

Решение: 
Количество таких чисел определяется разностью: 
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 – число перестановок из пяти указанных цифр, а 
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 – количество чисел из указанных цифр, если цифра «0» оказывается на первом месте.

Пример 1.14. Самолет бомбит объект, занимающий площадь 
[image: image113.wmf]100
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 м2. Зона бомбометания – эллипс с полуосями 200 м и 250 м. Определить вероятность прямого попадания в объект одной бомбой, если предполагать, что попадание бомбы в любую точку зоны бомбометания равновозможно.

Решение. Событие А – попадание бомбой в объект. Вероятность события находим по формуле геометрической вероятности: 
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 есть меры соответствующих областей, выраженные в данном случае в единицах площади.

Тогда 
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Задания для самостоятельного решения

1.1. Задумано двузначное число. Найти вероятность того, что задуманным числом окажется: а) случайно названное двузначное число; б) случайно названное двузначное число, цифры которого различны.

1.2. Брошены две игральные кости. Найти вероятности следующих событий: а) сумма выпавших очков равна семи; б) сумма выпавших очков равна восьми, а разность – четырем; в) сумма выпавших очков равна восьми, если известно, что их разность равна четырем; г) сумма выпавших очков равна пяти, а произведение – четырем.

1.3. Куб, все грани которого окрашены, распилен на тысячу кубиков одинакового размера, которые затем тщательно перемешаны. Найти вероятность того, что наудачу извлеченный кубик имеет окрашенных граней: а) одну; б) две;

в) три.

1.4. В коробке шесть одинаковых, занумерованных кубиков. Наудачу по одному извлекают все кубики. Найти вероятность того, что номера извлеченных кубиков появятся в возрастающем порядке.

1.5. В пачке 20 перфокарт, помеченных номерами 101, 102, . . . , 120 и произвольно расположенных. Перфораторщица наудачу извлекает две карты. Найти вероятность того, что извлечены перфокарты с номерами 101 и 120.

1.6. В ящике имеется 15 деталей, среди которых 10 окрашенных. Сборщик наудачу извлекает три детали. Найти вероятность того, что извлеченные детали окажутся окрашенными.

1.7. В конверте среди 100 фотокарточек находится одна разыскиваемая. Из конверта наудачу извлечены 10 карточек. Найти вероятность того, что среди них окажется нужная.


1.8. В ящике 100 деталей, из них 10 бракованных. Наудачу извлечены четыре детали. Найти вероятность того, что среди извлеченных деталей: а) нет бракованных; б) нет годных.

1.9. Устройство состоит из пяти элементов, из которых два изношены. При включении устройства включаются случайным образом два элемента. Найти вероятность того, что включенными окажутся неизношенные элементы.

1.10. Набирая номер телефона, абонент забыл последние три цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры.

1.11. В цехе работают шесть мужчин и четыре женщины. По табельным номерам наудачу отобраны семь человек. Найти вероятность того, что среди отобранных лиц окажутся три женщины.

1.12. На складе имеется 15 кинескопов, причем 10 из них изготовлены Львовским заводом. Найти вероятность того, что среди пяти взятых наудачу кинескопов окажутся три кинескопа Львовского завода.

1.13. В группе 12 студентов, среди которых 8 отличников. По списку наудачу отобраны 9 студентов. Найти вероятность того, что среди отобранных студентов пять отличников.

1.14. В коробке пять одинаковых изделий, причем три из них окрашены. Наудачу извлечены два изделия. Найти вероятность того, что среди двух извлеченных изделий окажутся: а) одно окрашенное изделие; б) два окрашенных изделия.

1.15. В «секретном» замке на общей оси четыре диска, каждый из которых разделен на пять секторов, на которых написаны различные цифры. Замок открывается только в том случае, если диски установлены так, что цифры на них составляют определенное четырехзначное число. Найти вероятность того, что при произвольной установке дисков замок будет открыт.

1.16. По цели произведено 20 выстрелов, причем зарегистрировано 18 попаданий. Найти частоту попаданий в цель.

1.17. При испытании партии приборов частота годных приборов оказалась равной 0,9. Найти число годных приборов, если всего было проверено 200 приборов.
1.18. На курсах повышения квалификации бухгалтеров учат определять правильность накладной. В качестве проверки преподаватель предлагает обучающимся проверить 10 накладных, 4 из которых содержат ошибки. Он берет наугад из этих 10 две накладные и просит проверить. Какова вероятность того, что они окажутся а) обе ошибочные, б) одна ошибочная, а другая нет?

1.19. В магазине работают 2 мужчин и 7 женщин. Трое из них должны пойти в отпуск летом. Кто именно – определяется жребием. Найти вероятность того, что летом в отпуск пойдет хотя бы один мужчина.

1.20. Баночки маргарина и майонеза имеют одинаковый вес и внешний вид. Для приготовления салата требуется 3 банки майонеза и 1 банка маргарина. Из ящика, в котором 8 банок маргарина и 5 банок майонеза, наудачу извлекли 4 банки. Какова вероятность того, что из них можно приготовить данное блюдо?

1.21. В пачке 10 тетрадей, среди них 4 тетради в клетку, а остальные в линейку. Найти вероятность того, что среди наудачу взятых трех тетрадей хотя бы одна будет в клетку.

1.22. Имеются 4 столбика и 6 ведер с красками разных цветов. Каждый столбик окрашивается краской из наудачу взятого ведра (при этом может получиться так, что разные столбики будут окрашены одной и той же краской). Найти вероятность того, что все столбики будут окрашены разными красками.

1.23. В коробке 10 плиток шоколада, среди которых 7 с орехами. Наудачу взяли 3 плитки. Найти вероятность того, что среди них хотя бы одна плитка с орехами.

1.24. Для приготовления блюда нужно взять по одному пакету смеси полуфабриката №1, №2, №3. Какова вероятность, что технология не будет нарушена, если имеется 4 пакета смеси №1, 2 пакета смеси №2 и 3 пакета смеси №3 и если 3 пакета выбираются из них наудачу? 
1.25. В библиотеке имеется 5 методичек выпуска 1992 года и 9 методичек по той же теме выпуска 1996 года. Библиотекарь выдает на угад 6 методичек. Какова вероятность того, что первой пришедшей группе будет выдано 5 методичек выпуска 1996 года, если библиотекарь берет методички произвольно?

1.26. Шесть различных счетов, среди которых 2 оформленных с ошибками, поступили на проверку. Какова вероятность, что эти два счета будут лежать в данной пачке счетов рядом?

1.27. На склад поступило 15 кофемолок и 10 кофеварок. Для контроля наудачу взяли 3 вещи. Найти вероятность того, что среди взятых: а) только одна кофемолка, б) хотя бы одна кофемолка.

1.28. На экзамене три студента получили за ответ «отлично», десять студентов «хорошо» и восемь – «удовлетворительно». Для аттестации из этой группы наудачу отобрали 7 человек. Какова вероятность того, что среди них будут два «отличника», 3 «хорошиста» и 2 «троечника»?

1.29. Среди 10 документов, поступивших в офис, два оформлены с ошибками. Для проверки наудачу взяли 4 документа. Какова вероятность того, что среди них окажется а) хотя бы один неверно оформленный документ, б) только один неверно оформленный документ?

1.30. К двум ревизорам на проверку поступило 16 счетов, среди которых два счета содержат неточности. Какова вероятность того, что эти два счета а) попали к одному ревизору, б) попали к разным ревизорам, если все документы ревизоры разделили поровну?

1.31. В лотерее 15 билетов, из которых 6 выигрышных. Какова вероятность выиграть хотя бы 2 раза, купив 3 билета?

1.32. В бухгалтерии работают 3 мужчин и 5 женщин. На курсы повышения квалификации в соседний город нужно послать 4 человека. Наудачу по списку их называют в отделе кадров. Какова вероятность того, что среди отобранных а) будут только женщины, б) будет хотя бы один мужчина?

1.33. В группу принесли 20 методичек по математике, среди которых 3 оказались по линейной алгебре. Студент наудачу взял две методички. Какова вероятность того, что среди взятых а) нет методичек по линейной алгебре, б) есть одна по линейной алгебре?

1.34. В пачке 8 тетрадей, среди которых 5 тетрадей в клетку, остальные в линейку. Студент наудачу берет 3 тетради. Какова вероятность того, что среди взятых а) одна в линейку, б) все тетради в клетку?

1.35. Из 5 футболистов, 6 конькобежцев и 3 шахматистов нужно сформировать случайным образом комитет из 4 членов. Какова вероятность того, что в комитете окажутся 2 футболиста, конькобежец и шахматист?

1.36. Из 9 человек, выбранных в профком, нужно избрать председателя профкома, председателя ревизионной комиссии и секретаря. Какова вероятность того, что ими окажутся три вполне определенных человека?

Глава 2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
2.1. Теоремы сложения и умножения вероятностей

Теорема 1. (Теорема сложения вероятностей несовместных событий). 
Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий:
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Следствие 1.1. Если событие А1, А2,…, Аn образуют полную группу несовместных событий, то сумма их вероятностей равна единице:
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Следствие 1.2. Сумма вероятностей противоположных событий равна единице:
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Следствие 2 есть частный случай первого следствия. Оно имеет большое применение в решении задач теории вероятностей. Иногда оказывается легче вычислить вероятность противоположного события, чем вероятность прямого события. Поэтому очень часто используют формулу, выражающую вероятность события А через вероятность противоположного события 
[image: image122.wmf]A

 (или наоборот):
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Замечание 1. При решении задач вероятность события обозначают p, а вероятность противоположного события q. Тогда предыдущие формулы принимают вид:
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Теорема 2. (Теорема сложения вероятностей совместных событий). 
Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:
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Замечание 2. Теоремы 1, 2 могут быть обобщены на любое конечное число несовместных (совместных) событий.

Например, для трех совместных событий:
Р(А+В+С)= Р(А)+Р(В)+Р(С)–Р(АВ)–Р(АС)–Р(ВС)+Р(АВС).
Введем несколько понятий, которые необходимы для формулировки теоремы умножения вероятностей.

Событие А называется независимым от события В, если вероятность появления события А не зависит от того, произошло событие В или нет.

Например. Два студента сдают экзамен. Пусть событие А – первый студент сдал экзамен, В – второй студент сдал экзамен. Вероятность события А не зависит от того, произошло или нет событие В, т.е. А не зависит от В (и наоборот).

Два события называются зависимыми, если вероятность появления одного из них зависит от наступления или ненаступления другого события.

Например. В библиотеке 80 учебников, из них 70 – новые. Наудачу берут один учебник, затем, не возвращая его, испытание повторяют. Рассмотрим события:

А – появление нового учебника при первом испытании, 

В – появление нового учебника при втором испытании.

Если А произошло, то в библиотеке останется 79 учебников, причем новых будет 69 и тогда 
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Если же при первом испытании А не произошло, то на 79 оставшихся учебников будет 70 новых и тогда 
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Данный пример демонстрирует вычисление вероятности зависимых событий.

Вероятность события В, вычисленная при условии, что имело место событие А, называется условной вероятностью события В.

Обозначение: 
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Если события А и В независимы, то 
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Теорема 3. (Теорема умножения вероятностей зависимых событий). 
Вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого при условии, что первое событие произошло:
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Следствие 3.1. Вероятность совместного появления нескольких событий равна произведению вероятности одного из них на условные вероятности всех остальных, причем вероятность каждого последующего события вычисляют в предложении, что все предыдущие события уже наступили.
Например, для трех событий:
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Теорема 4. (Теорема умножения вероятностей независимых событий).

Вероятность произведения двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий:
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Следствие 4.1. Вероятность совместного появления нескольких событий, независимых в совокупности, равна произведению вероятностей этих событий.
Например, для трех событий:
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2.2. Вероятность появления хотя бы одного события
Несколько событий называются независимыми в совокупности, если каждое из них и любая комбинация остальных событий, либо часть из них, есть события независимые.

Теорема. Вероятность появления хотя бы одного из событий А1, А2,…, Аn, независимых в совокупности, равна разности между единицей и произведением вероятностей противоположных событий 
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Следствие. Если события А1, А2,…, Аn имеют одинаковую вероятность появления p, то события 
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 имеют вероятность 
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2.3. Формулы полной вероятности 

Пусть событие А может произойти совместно с одним из событий Н1, Н2,…, Нn, образующих полную группу несовместных событий. События Н1, Н2,…, Нn принято называть гипотезами.

Теорема. Вероятность события А, которое может произойти с одной из гипотез Н1, Н2,…, Нn, равна сумме произведений вероятностей каждой из этих гипотез на соответствующие им условные вероятности события А:
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Эта формула называется формулой полной вероятности.

Формула полной вероятности является одним из эффективных методов подсчета вероятностей, с помощью этой формулы решается широкий круг задач.

2.4. Формула Байеса (теорема гипотез)
Пусть имеется полная группа несовместных событий – гипотез Н1, Н2,…, Нn. Вероятности этих гипотез до опыта известны и равны соответственно: 
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Произведен опыт, в результате которого появилось событие А. 
Необходимо найти вероятность гипотезы 
[image: image143.wmf]i
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 после проведения опыта (т.е. при условии, что событие А произошло). 
Иными словами, необходимо найти условную вероятность 
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Теорема. Вероятность гипотезы после испытания равна произведению вероятности гипотезы до испытания на соответствующую ей условную вероятность события, которое произошло при испытании, деленному на полную вероятность этого события:
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Эта формула носит название формулы Байеса.

Формула Байеса находится в тесной связи с формулой полной вероятности. Она относится к той же ситуации: событие А может наступить только с одной из гипотез Н1, Н2,…, Нn.
2.5. Формула Бернулли

На практике часто приходится встречаться с задачами, в которых один и тот же опыт повторяется неоднократно. В результате каждого опыта может появиться или не появиться событие А, причем нас интересует не результат каждого отдельного опыта, а общее число появлений события А в результате серии опытов.

Например, производится серия выстрелов в мишень. Нас интересует не результат каждого выстрела, а общее число попаданий (или промахов). 

В таких задачах требуется уметь определить вероятность любого заданного числа появления события в результате серии опытов.

Несколько опытов называются независимыми, если вероятность того или иного исхода каждого из опытов не зависит от того, какие исходы имели другие опыты.

Например, несколько выстрелов представляют собой независимые опыты, если прицеливание производится заново перед каждым выстрелом, в противном случае выстрелы представляют собой зависимые опыты (например, стрельба очередью).

Независимые опыты могут производиться в одинаковых или различных условиях. В первом случае вероятность события А во всех опытах одна и та же. Во втором случае – меняется от опыта к опыту.

Если независимые опыты производятся в одинаковых условиях, то задача нахождения вероятности решается с помощью формулы Бернулли.

Теорема. Если производится n независимых опытов, в каждом из которых событие А появляется с вероятностью р, то вероятность того, что событие А появится ровно m раз из n, выражается формулой:
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Полученная формула носит название формулы Бернулли. 

Формула Бернулли имеет в теории вероятностей широкое применение. При выборе данной формулы необходимо обращать внимание на следующее:
1. Производится серия n повторных независимых испытаний (опытов).
2. Вероятность появления события не меняется от опыта к опыту и равна р.
3. Необходимо найти вероятность того, что событие появится m раз из n.
Замечание. Формула Бернулли также применяется при нахождении вероятности того, что событие появится более m раз, менее m раз, не более m раз, не менее m раз. В этих случаях применяется теорема сложения вероятностей, найденых с помощью формулы Бернулли.
2.6. Примеры решения задач к главе 2

Пример 2.1. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,25. Найти вероятность промаха. 
Решение. Событие А – попадание в цель при одном выстреле.

Событие 
[image: image149.wmf]A

 – промах при одном выстреле.

Попадание и промах – события противоположные, а вероятность противоположного события 
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Итак, 
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Пример 2.2. Вероятность того, что стрелок, произведя выстрел по мишени, выбьет 10 очков равна 0,4; 9 очков – 0,3, 8 или меньше очков – 0,3. Найти вероятность того, что стрелок при одном выстреле выбьет не менее 9 очков.
Решение. Рассмотрим события:
А – стрелок выбьет не менее 9 очков,
А1 – стрелок выбьет 10 очков,
А2 – стрелок выбьет 9 очков,
А3 – стрелок выбьет 8 очков или меньше.

Очевидно, что 
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Можно решить задачу другим способом.

Очевидно, что 
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т.е. 
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Пример 2.3. На стеллаже библиотеки в случайном порядке расставлено 15 учебников, причем пять из них в переплете. Библиотекарь берет наудачу три учебника. Найти вероятность того, что хотя бы один из взятых учебников окажется в переплете.
Решение. Первый способ. 
Событие А – хотя бы один из взятых учебников окажется в переплете.
Требование «хотя бы один из трех взятых учебников в переплете» будет осуществлено, если произойдет любое из следующих несовместных событий: 
В – один учебник в переплете,

С – два учебника в переплете,
D – три учебника в переплете. 

Событие А можно представить в виде суммы событий: А = B + C + D.

По теореме сложения, Р(А)=Р(В)+Р(С)+Р(D).
Найдем вероятности событий В, С и D (см. гл. 1. § 1.5 и решение задач 1.5 – 1.8):
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Подставив эти вероятности в равенство для Р(А), получим: 
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Второй способ. События А – хотя бы один из взятых трех учебников имеет переплет и 
[image: image165.wmf]A

 – ни один из взятых учебников не имеет переплета – противоположные, поэтому 
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 (сумма вероятностей двух противоположных событий равна единице).

Отсюда 
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Вероятность появления события 
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Тогда искомая вероятность: 
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Пример 2.4. Студент делает два выстрела в мишень. Вероятность попадания при первом выстреле 0,3; при втором – 0,4. Найти вероятность двух попаданий при двух выстрелах.

Обозначим: А – попадание при первом выстреле,

В – попадание при втором выстреле,

АВ – два попадания при двух выстрелах.

События А и В не зависят друг от друга, а потому по теореме умножения:


[image: image171.wmf](

)

(

)

(

)

PABPAPB

=×

, 
[image: image172.wmf](

)

0,30,40,12

PAB

=×=

.

Пример 2.5. В читальном зале 6 учебников по теории вероятностей, из них 3 в переплете. Взято два учебника. Найти вероятность того, что оба учебника окажутся в переплете.

Обозначим: А – первый взятый учебник в переплете,

В – второй учебник в переплете.

Тогда: 


[image: image173.wmf](

)

31

62

PA

==

, 
[image: image174.wmf](

)

312

615

B

P

A

-

==

-

.
Вероятность события В найдена при условии, что произошло событие А (т.е. условная вероятность).
Событие: АВ – оба учебника в переплете. Тогда по теореме умножения:
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Пример 2.6. В отделе 7 менеджеров и 3 экономиста. Какова вероятность того, что выбранные наугад три сотрудника окажутся экономистами?

Решение. Первый способ.

События: А – первый сотрудник окажется экономистом,

                В – второй сотрудник окажется экономистом,

               С – третий сотрудник окажется экономистом.

События А, В, С – зависимые, тогда по теореме умножения:
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Второй способ.
Событие А – выбранные наугад три сотрудника окажутся экономистами.
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Пример 2.7. В цехе работают семь мужчин и три женщины. По табельным номерам наудачу отобраны три человека. Найти вероятность того, что все отобранные лица окажутся мужчинами.

Решение. Событие А – первым отобран мужчина;
                                В – вторым отобран мужчина,

                               С – третьим отобран мужчина.

Вероятность того, что первым будет отобран мужчина:
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Вероятность того, что вторым отобран мужчина, при условии, что первым уже был отобран мужчина, т. е. условная вероятность события В следующая: 
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Вероятность того, что третьим будет отобран мужчина, при условии, что уже отобраны двое мужчин, т. е. условная вероятность события С: 
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Искомая вероятность того, что все три отобранных лица окажутся мужчинами находится по теореме умножения:
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Пример 2.8. Фирма получает заказ на поставку товара от двух магазинов. Определить вероятность того, что ни один из магазинов не сделает заказ, если вероятность того, что один магазин сделает заказ – 0,43, два магазина сделают заказ – 0,48.

Решение.

События: А – один магазин не сделает заказ,

            В – два магазина сделают заказ,

                      С – ни один из магазинов не сделает заказ.

А, В, С – образуют полную группа несовместных событий, поэтому:
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Пример 2.9. Определить вероятность поломки трех компьютеров, если вероятность поломки каждого из них 0,3.

Решение. Событие А – поломка трех компьютеров.
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Пример 2.10. Вероятность хотя бы одного попадания стрелком в мишень при трех выстрелах равна 0,875. Найти вероятность попадания при одном выстреле.
Решение. Вероятность попадания в мишень хотя бы при одном из трех выстрелов (событие А) равна:
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где q — вероятность промаха.
По условию, Р(А) = 0,875. Следовательно,
0,875=1 – q3, или 
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Искомая вероятность 
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Пример 2.11. Вероятность попадания при одном выстреле 0,4. Какова вероятность получения хотя бы одного попадания при трех выстрелах? 

Решение. В задаче рассматривается вероятность появления события хотя бы один раз. Тогда 
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Пример 2.12. Вероятность успешного выполнения упражнения для каждого из двух спортсменов равна 0,5. Спортсмены выполняют упражнение по очереди, причем каждый делает по две попытки. Выполнивший упражнение первым получает приз. Найти вероятность получения приза спортсменами.
Решение. Для вручения приза достаточно, чтобы хотя бы одна из четырех попыток была успешной. Вероятность успешной попытки р=0,5, а неуспешной 
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Пример 2.13. Из 30 вопросов, предложенных на экзамене, первый студент знает ответы на 20 из них, второй на 25 и третий на 15 вопросов. Найти вероятность того, что на предложенный наудачу вопрос: а) ответит хотя бы один из этих студентов, б) ответят только двое из этих студентов.
Решение. Рассмотрим события:
А – на предложенный наудачу вопрос ответит первый студент,

В – на предложенный наудачу вопрос ответит второй студент,

С – на предложенный наудачу вопрос ответит третий студент.

а) Чтобы найти вероятность того, что на предложенный наудачу вопрос ответит хотя бы один из этих студентов, нужно найти вероятность события А+В+С. 

Первый способ.
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; т.к. события А, В, С – совместные.
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 и события А, В, С – независимые, то
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Второй способ.

Т.к. 
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 противоположные события, то 


[image: image200.wmf]=

×

×

-

=

×

×

-

=

+

+

)

(

)

(

)

(

1

)

(

1

)

(

C

P

B

P

A

P

C

B

A

P

C

B

A

P



[image: image201.wmf]36

35

36

1

1

)

2

1

1

(

)

6

5

1

(

)

3

2

1

(

1

=

-

=

-

×

-

×

-

-

.
б) Чтобы найти вероятность того, что на предложенный наудачу вопрос ответят только двое из этих студентов, нужно найти вероятность события 
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Пример 2.14. Сколько надо бросить игральных костей, чтобы с вероятностью, меньшей 0,3, можно было ожидать, что ни на одной из выпавших граней не появится шесть очков?
Решение. Введем обозначения событий:
А – ни на одной из выпавших граней не появится 6 очков;
Ai – на выпавшей грани i-й кости (i=1, 2 . . . , n) не появится 6 очков.

Интересующее нас событие А состоит в совмещении событий А1, А2,…, Аn, т.е. А= А1, А2,…, Аn.

Вероятность того, что на любой выпавшей грани появится число очков, не равное шести, равна Р(Аi) = 5/6.

События Ai независимы в совокупности, поэтому применима теорема умножения:
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По условию, 
[image: image207.wmf]3

,

0

6

5

á

÷

ø

ö

ç

è

æ

n

. Следовательно, 
[image: image208.wmf]3

,

0

log

6

5

log

á

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

n

. Отсюда, учитывая, что 
[image: image209.wmf]0

6

5

log

á

÷

ø

ö

ç

è

æ

, найдем: п > 6,6.

Таким образом, искомое число игральных костей n ≥ 7.
Пример 2.15. Для поражения цели достаточно одного попадания. Определить расход снарядов для выполнения упражнения с вероятностью 75%, если вероятность попадания при одном выстреле 5%.

Решение. По формуле вероятности появления события хотя бы один раз:
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По условию 
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Пример 2.16. Три студента производят по одному выстрелу в мишень с вероятностью попадания 0,7, 0,8 и 0,9. Какая вероятность того, что в мишени окажется: а) три пробоины, б) одна пробоина, в) хотя бы одна пробоина, г) не менее двух пробоин.

Решение. События:

А1 – попадание первого студента,

А2 – попадание второго студента,

А3 – попадание третьего студента.
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Пример 2.17. Электрическая цепь между точками М и N составлена по схеме изображенной на рисунке.
Различные элементы этой цепи работают независимо друг от друга. Вероятность безотказной работы элементов А1, А2, А3, А4 за время t соответственно равна: 0,6, 0,8, 0,7, 0,9. Определить вероятность безопасной работы всей системы за время t.
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Решение. Участок MN будет пропускать ток, если работают элементы А1, А4 и

либо А2, либо А3, т.е.:
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А2 и А3 – совместные события.
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Пример 2.18. В электрическую цепь последовательно включены три элемента, работающие независимо один от другого. Вероятности отказов первого, второго и третьего элементов соответственно равны: 
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p

=0,1; 
[image: image230.wmf]2

p

 = 0,15; 
[image: image231.wmf]3

p

= 0,2. Найти вероятность того, что тока в цепи не будет.
Решение. Элементы включены последовательно, поэтому тока в цепи не будет (событие А), если откажет хотя бы один из элементов.
Искомая вероятность 
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Пример 2.19. В урну, содержащую два шара, опущен белый шар, после чего из нее наудачу извлечен один шар. Найти вероятность того, что извлеченный шар окажется белым, если равновозможны все возможные предположения о первоначальном составе шаров (по цвету).
Решение. Обозначим через А событие – извлечен белый шар. Возможны следующие предположения (гипотезы) о первоначальном составе шаров: H1 – белых шаров нет, H2 – один белый шар, H3  – два белых шара.
Поскольку всего имеется три гипотезы, причем по условию они равновероятны, и сумма вероятностей гипотез равна единице (так как они образуют полную группу событий), то вероятность каждой из гипотез равна 1/3, т. е. 
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Условная вероятность того, что будет извлечен белый шар, при условии, что первоначально в урне не было белых шаров, 
[image: image234.wmf]3
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Условная вероятность того, что будет извлечен белый шар, при условии, что первоначально в урне был один белый шар, 
[image: image235.wmf]3
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Условная вероятность того, что будет извлечен белый шар, при условии, что первоначально в урне было два белых шара 
[image: image236.wmf]1
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Искомую вероятность того, что будет извлечен белый шар, находим по формуле полной вероятности:

[image: image237.wmf].
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Пример 2.20. По танку производится три выстрела. Вероятность попадания при первом выстреле 0,4; при втором – 0,5; при третьем – 0,7. Для вывода танка из строя заведомо достаточно трех попаданий; при одном попадании танк выходит из строя с вероятностью 0,2; при двух попаданиях – с вероятностью 0,6. Найти вероятность того, что в результате трех выстрелов танк будет выведен из строя.

Решение. Обозначим через А – событие, состоящее в том, что в результате трех выстрелов танк будет выведен из строя.
Рассмотрим четыре гипотезы:

Н0 – в танк не попало ни одного снаряда,

Н1 – в танк попал один снаряд,

Н2 – в танк попало два снаряда,

Н3 – в танк попало три снаряда.

Найдем вероятность гипотез:
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Условные вероятности события А при этих гипотезах:
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Применяя формулу полной вероятности, получим:
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Пример 2.21. Два автомата производят одинаковые детали, которые поступают на общий конвейер. Производительность первого автомата вдвое больше производительности второго. Первый автомат производит в среднем 60% деталей отличного качества, а второй – 84%. Наудачу взятая с конвейера деталь оказалась отличного качества. Найти вероятность того, что эта деталь произведена первым автоматом.
Решение. Обозначим через А событие – деталь отличного качества.
Гипотезы: Н1 – деталь произведена первым автоматом, причем (поскольку первый автомат производит вдвое больше деталей, чем второй) 
[image: image244.wmf]3
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Н2 – деталь произведена вторым автоматом, причем 
[image: image245.wmf]3
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Условная вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она произведена первым автоматом, 
[image: image246.wmf]6
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Условная вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она произведена вторым автоматом, 
[image: image247.wmf]84
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Вероятность того, что наудачу взятая деталь окажется отличного качества, по формуле полной вероятности равна:
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Искомая вероятность того, что взятая отличная деталь произведена первым автоматом, по формуле Байеса равна:

[image: image249.wmf]17

10

68

,

0

6

,

0

3

2

)

(

)

/

(

)

(

)

/

(

1

1

1

=

×

=

×

=

A

P

H

A

P

H

P

A

H

P

.
Пример 2.22. Имеются три партии деталей по 20 деталей в каждой. Число стандартных деталей в первой, второй и третьей партиях соответственно равно 20, 15, 10. Из наудачу выбранной партии наудачу извлечена деталь, оказавшаяся стандартной. Деталь возвращают в партию и вторично из той же партии наудачу извлекают деталь, которая также оказывается стандартной. Найти вероятность того, что детали были извлечены из третьей партии.
Решение. Обозначим через А событие – в каждом из двух испытаний (с возвращением) была извлечена стандартная деталь.
Гипотезы: 
[image: image250.wmf]1

H

– детали извлекались из первой партии;
Н2 – детали извлекались из второй партии;
Н3 – детали извлекались из третьей партии.
Детали извлекались из наудачу взятой партии, поэтому вероятности гипотез одинаковы:
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Найдем условную вероятность 
[image: image252.wmf])
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, т.е. вероятность того, что из первой партии будут последовательно извлечены две стандартные детали. Это событие достоверно, так как в первой партии все детали стандартны, поэтому 
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Найдем условную вероятность 
[image: image254.wmf])
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, т.е. вероятность того, что из второй партии будут последовательно извлечены (с возвращением) две стандартные детали:
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Найдем условную вероятность 
[image: image256.wmf])
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, т.е. вероятность того, что из третьей партии будут последовательно извлечены (с возвра​щением) две стандартные детали:
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Искомая вероятность того, что обе извлеченные стандартные детали взяты из третьей партии, по формуле Байеса равна:
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Пример 2.23. Из 10 частных банков, работающих в городе, нарушения в уплате налогов имеют место в 6 банках. Налоговая инспекция проводит проверку трех банков, выбирая их из десяти банков случайным образом. Выбранные банки проверяются независимо один от другого. Допущенные в проверяемом банке нарушения могут быть выявлены инспекцией с вероятностью р=0,8. Какова вероятность того, что в ходе проверки будет установлен факт наличия среди частных банков города таких банков, которые допускают нарушения в уплате налогов?

Решение. Событие А − в ходе проверки будет установлен факт наличия среди частных банков города таких банков, которые допускают нарушения в уплате налогов.

Гипотезы: Hi − среди выбранных для проверки трех банков ровно в i банках имеют место нарушения в уплате налогов, где i=0;1;2;3.

События H0, H1, H2, H3 образуют полную группу несовместных событий.

Вероятность события А можно будет найти по формуле полной вероятности:
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Вычислим вероятности гипотез:
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Проверим условие нормировки:
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Найдем условные вероятности события А относительно каждой гипотезы, т.е. найдем вероятности того, что нарушения в уплате налогов будут выявлены хотя бы в одном из проверяемых трех банков в каждом рассматриваемом случае. Вероятность Р(А/Hi) можно найти по формуле (т.к банки проверяются независимо один от другого) Р(А/Нi )=1−(1−р)i ,где i= 0;1;2;3; p=0,8.
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, действительно, событие А и H0 несовместны,
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Используя формулу полной вероятности, найдем
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Пример 2.24. В предыдущем примере налоговая инспекция установила факт наличия среди мастных банков города таких банков, которые допускают нарушения в уплате налогов. Найдите вероятность того, что среди случайным образом отобранных трех банков оказалось два нарушающих уплату налогов.

Решение. По формуле Байеса:
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Пример 2.25. Каждый из двух танков независимо друг от друга сделал выстрел по некоторому объекту. Вероятность попадания в цель первым танком равна 0,7; вторым – 0,6. Объект поражен одним попаданием. Определить вероятность того, что объект поражен первым танком.

Решение. Событие А – поражение объекта одним попаданием.

До опыта возможны следующие гипотезы:

Н1 – ни один танк не попадет,

Н2 – оба танка попадут,

Н3 – первый танк попадет, второй – нет,

Н4 – второй танк попадет, первый – нет.

Вероятность этих гипотез:
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Условные вероятности события А при этих гипотезах равны:
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После опыта гипотезы Н1 и Н2 становятся невозможными, а вероятности гипотез Н3 и Н4 будут соответственно равны:
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Следовательно, вероятность того, что объект поражен первым танком равна 0,61.

Пример 2.26. Два из трех независимо работающих элементов вычислительного устройства отказали. Найти вероятность того, что отказали первый и второй элементы, если вероятности отказа первого, второго и третьего элементов соответственно равны 0,2; 0,4 и 0,3.
Решение. Обозначим через А событие – отказали два элемента.

Можно сделать следующие предположения (гипотезы):

[image: image281.wmf]1
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 – отказали первый и второй элементы, а третий элемент исправен, причем (поскольку элементы работают независимо, применима теорема умножения):
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 – отказали первый и третий элементы, а второй элемент исправен, 
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 – отказали второй и третий элементы, а первый – исправен,
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[image: image287.wmf]4
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 – отказал только один элемент; 
[image: image288.wmf]5
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 – отказали все три элемента; 
[image: image289.wmf]6
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 – ни один из элементов не отказал.
Вероятности последних трех гипотез не вычислены, т.к. при этих гипотезах событие А (отказали два элемента) невозможно и значит условные вероятности события А равны нулю. 

При гипотезах Н1, Н2, Н3 событие А достоверно, поэтому соответствующие условные вероятности равны единице.
По формуле полной вероятности, вероятность того, что отказали два элемента,
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По формуле Байеса, искомая вероятность того, что отказали первый и второй элементы,
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Пример 2.27. В пирамиде установлено 5 винтовок, из которых 3 снабжены оптическим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит мишень при выстреле из винтовки с прицелом равна 0,95, для винтовки без прицела – 0,7. Найти вероятность того, что мишень будет поражена, если стрелок произведет один выстрел из наудачу взятой винтовки.

Решение. Событие А – мишень поражена.

Гипотезы: Н1 – винтовка с оптическим прицелом;

                       Н2 – винтовка без оптического прицела.

Вероятности гипотез:
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Условные вероятности события А:
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По формуле полной вероятности:
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Пример 2.28. Число грузовых машин, проезжающих по шоссе, на котором стоит бензоколонка, относится к числу легковых машин, как 3:2. Вероятность того, что будет заправляться грузовая машина равна 0,1; для легковых машин эта вероятность равна 0,2. К бензоколонке подъехала машина для заправки. Найти вероятность того, что эта машина грузовая.
Решение. А – к бензоколонке подъехала машина.

Гипотезы: Н1 – машина грузовая;

                       Н2 – машина легковая.

Вероятности гипотез до опыта:


[image: image297.wmf](

)

1

3

0,6

5

PH

==

; 
[image: image298.wmf](

)

2

2

0,4

5

PH

==

.

Условные вероятности:
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По формуле Байеса:
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[image: image302.wmf](
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Пример 2.29. На склад поступает продукция 3-х фабрик. Причем, продукция первой фабрики составляет 20%, второй – 46% и третьей – 34%. Известно, что средний процент нестандартных изделий для первой фабрики равен 3%, для второй – 2%, для третьей – 1%. Найти вероятность того, что наудачу взятые изделия произведены на первой фабрике, если оно казалось нестандартным.

Решение. А – изделие нестандартное.

Гипотезы: Н1 – изделие изготовлено на первой фабрике;

                  Н2 – изделие изготовлено на второй фабрике;

                  Н3 – изделие изготовлено на третьей фабрике.

Вероятности гипотез:
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Условные вероятности:
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По формуле Байеса:
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Пример 2.30. Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,4. Какова вероятность получить три попадания при пяти выстрелах?

Решение. Применяем формулу Бернулли:
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По условию:
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Подставляем в формулу:
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Пример 2.31. Вероятность того, что деталь стандартная равна 0,7. Какова вероятность того, что среди взятых наудачу 6 деталей стандартными окажутся:

a) 4 детали;

b) не менее 4-х деталей;

c) не более 3-х деталей?

Решение: Событие А – деталь стандартная.
Применяем формулу Бернулли.
По условию: 
[image: image314.wmf].
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Пример 2.32. Вероятность хотя бы одного попадания при двух выстрелах равна 0,96. Найти вероятность трех попаданий при четырех выстрелах.

Решение. 
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Применяем формулу Бернулли:
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Задания для самостоятельного решения

2.1. В ящике 10 деталей, из которых четыре окрашены. Сборщик наудачу взял три детали. Найти вероятность того, что хотя бы одна из взятых деталей окрашена.

2.2. Для сигнализации об аварии установлены два независимо работающих сигнализатора. Вероятность того, что при аварии сигнализатор сработает, равна 0,95 для первого сигнализатора и 0,9 для второго. Найти вероятность того, что при аварии сработает только один сигнализатор.

2.3. Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для первого стрелка равна 0,7, а для второго – 0,8. Найти вероятность того, что при одном залпе в мишень попадает только один из стрелков.

2.4. Вероятность одного попадания в цель при одном залпе из двух орудий равна 0,38. Найти вероятность поражения цели при одном выстреле первым из орудий, если известно, что для второго орудия эта вероятность равна 0,8.

2.5. Отдел технического контроля проверяет изделия на стандартность. Вероятность того, что изделие стандартно, равна 0,9. Найти вероятность того, что из двух проверенных изделий только одно стандартное.

2.6. Вероятность того, что при одном измерении некоторой физической величины будет допущена ошибка, превышающая заданную точность, равна 0,4. Произведены три независимых измерения. Найти вероятность того, что только в одном из них допущенная ошибка превысит заданную точность.

2.7. Из партии изделий товаровед отбирает изделия высшего сорта. Вероятность того, что наудачу взятое изделие окажется высшего сорта, равна 0,8. Найти вероятность того, что из трех проверенных изделий только два изделия высшего сорта.

2.8. Устройство состоит из трех элементов, работающих независимо. Вероятности безотказной работы (за время t) первого, второго и третьего элементов соответственно равны 0,6; 0,7; 0,8. Найти вероятности того, что за время t безотказно будут работать: а) только один элемент; б) только два элемента; в) все три элемента.

2.9. Вероятности того, что нужная сборщику деталь находится в первом, втором, третьем, четвертом ящике, соответственно равны 0,6; 0,7; 0,8; 0,9. Найти вероятности того, что деталь содержится: а) не более чем в трех ящиках; б) не менее чем в двух ящиках.

2.10. Брошены три игральные кости. Найти вероятности следующих событий: а) на каждой из выпавших граней появится пять очков; б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков.

2.11. Брошены три игральные кости. Найти вероятности следующих событий: а) на двух выпавших гранях появится одно очко, а на третьей грани – другое число очков; б) на двух выпавших гранях появится одинаковое число очков, а на третьей грани – другое число очков; в) на всех выпавших гранях появится разное число очков.

2.12. Вероятность попадания в мишень стрелком при одном выстреле равна 0,8. Сколько выстрелов должен произвести стрелок, чтобы с вероятностью, меньшей 0,4, можно было ожидать, что не будет ни одного промаха?

2.13. В круг радиуса R вписан правильный треугольник. Внутрь круга наудачу брошены четыре точки. Найти вероятности следующих событий: а) все четыре точки попадут внутрь треугольника; б) одна точка попадет внутрь треугольника и по одной точке попадет на каждый «малый» сегмент. Предполагается, что вероятность попадания точки в фигуру пропорциональна площади фигуры и не зависит от ее расположения.

2.14. Отрезок разделен на три равные части. На этот отрезок наудачу брошены три точки. Найти вероятность того, что на каждую из трех частей отрезка попадает по одной точке. Предполагается, что вероятность попадания точки на отрезок пропорциональна длине отрезка и не зависит от его расположения.

2.15. Среди 100 лотерейных билетов есть 5 выигрышных. Найти вероятность того, что 2 наудачу выбранные билета окажутся выигрышными.

2.16. В ящике 10 деталей, среди которых шесть окрашенных. Сборщик наудачу извлекает четыре детали. Найти вероятность того, что все извлеченные детали окажутся окрашенными.

2.17. В урне имеется пять шаров с номерами от 1 до 5. Наудачу по одному извлекают три шара без возвращения. Найти вероятности следующих событий: а) последовательно появятся шары с номерами 1, 4, 5; б) извлеченные шары будут иметь номера 1, 4, 5 независимо от того, в какой последовательности они появились.

2.18. Студент знает 20 из 25 вопросов программы. Найти вероятность того, что студент знает предложенные ему экзаменатором три вопроса.

2.19. В мешочке содержится 10 одинаковых кубиков с номерами от 1 до 10. Наудачу извлекают по одному три кубика. Найти вероятность того, что последовательно появятся кубики с номерами 1, 2, 3, если кубики извлекаются: а) без возвращения; б) с возвращением (извлеченный кубик возвращается в мешочек).

2.20. Устройство содержит два независимо работающих элемента. Вероятности отказа элементов соответственно равны 0,05 и 0,08. Найти вероятности отказа устройства, если для этого достаточно, чтобы отказал хотя бы один элемент.
2.21. Для разрушения моста достаточно попадания одной авиационной бомбы. Найти вероятность того, что мост будет разрушен, если на него сбросить четыре бомбы, вероятности попадания которых соответственно равны: 0,3; 0,4; 0,6; 0,7.
2.22. Три исследователя, независимо один от другого, производят измерения некоторой физической величины. Вероятность того, что первый исследователь допустит ошибку при считывании показаний прибора, равна 0,1. Для второго и третьего исследователей эта вероятность соответственно равна 0,15 и 0,2. Найти вероятность того, что при однократном измерении хотя бы один из исследователей допустит ошибку
2.23. Вероятность попадания в мишень каждым из двух стрелков равна 0,3. Стрелки стреляют по очереди, причем каждый должен сделать по два выстрела. Попавший в мишень первым получает приз. Найти вероятность того, что стрелки получат приз.
2.24. Вероятность хотя бы одного попадания в цель при четырех выстрелах равна 0,9984. Найти вероятность попадания в цель при одном выстреле.
2.25. В урну, содержащую п шаров, опущен белый шар, после чего наудачу извлечен один шар. Найти вероятность того, что извлеченный шар окажется белым, если равно возможны все возможные предположения о первоначальном составе шаров (по цвету).
2.26. В вычислительной лаборатории имеются шесть клавишных автоматов и четыре полуавтомата. Вероятность того, что за время выполнения некоторого расчета автомат не выйдет из строя, равна 0,95; для полуавтомата эта вероятность равна 0,8. Студент производит расчет на наудачу выбранной машине. Найти вероятность того, что до окончания расчета машина не выйдет из строя.
2.27. В пирамиде пять винтовок, три из которых снабжены оптическим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит мишень при выстреле из винтовки с оптическим прицелом, равна 0,95; для винтовки без оптического прицела эта вероятность равна 0,7. Найти вероятность того, что мишень будет поражена, если стрелок произведет один выстрел из наудачу взятой винтовки.
2.28. В ящике содержатся 12 деталей, изготовленных на заводе №1, 20 деталей – на заводе №2 и 18 деталей – на заводе №3. Вероятность того, что деталь, изготовленная на заводе №1, отличного качества, равна 0,9; для деталей, изготовленных на заводах №2 и №3, эти вероятности соответственно равны 0,6 и 0,9. Найти вероятность того, что извлечение наудачу деталь окажется отличного качества
2.29. В первой урне содержится 10 шаров, из них 8 белых; во второй урне 20 шаров, из них 4 белых. Из каждой урны наудачу извлекли по одному шару, а затем из этих двух шаров наудачу взят один шар. Найти вероятность того, что взят белый шар. 
2.30. В каждой из трех урн содержится 6 черных и 4 белых шара. Из первой урны наудачу извлечен один шар и переложен во вторую урну, после чего из второй урны наудачу извлечен один шар и переложен в третью урну. Найти вероятность того, что шар, наудачу извлеченный из третьей урны, окажется белым.
2.31. Вероятности того, что во время работы цифровой электронной машины произойдет сбой в арифметическом устройстве, в оперативной памяти, в остальных устройствах, относятся как 3:2:5, Вероятности обнаружения сбоя в арифметическом устройстве в оперативной памяти и в остальных устройствах соответственно равны 0,8; 0,9; 0,9. Найти вероятность того, что возникшей в машине сбой будет обнаружен.
2.32. В пирамиде 10 винтовок, из которых 4 снабжены оптическим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит мишень при выстреле из винтовки с оптическим прицелом, равна 0,95; для винтовки без оптического прицела эта вероятность равна 0,8. Стрелок поразил мишень из наудачу взятой винтовки. Что вероятнее: стрелок стрелял из винтовки с оптическим прицелом или без него?
2.33. Число грузовых автомашин, проезжающих по шоссе, на котором стоит бензоколонка, относится к числу легковых машин, проезжающих по тому же шоссе как 3:2. Вероятность того, что будет заправляться грузовая машина, равна 0,1; для легковой машины эта вероятность равна 0,2. К бензоколонке подъехала для заправки машина. Найти вероятность того, что это легковая машина.
2.34. Две перфораторщицы набили на разных перфораторах по одинаковому комплекту перфокарт. Вероятность того, что первая перфораторщица допустит ошибку, равна 0,05; для второй перфораторщицы эта вероятность равна 0,1. При сверке перфокарт была обнаружена ошибка. Найти вероятность того, что ошиблась первая перфораторщица. (Предполагается, что оба перфоратора были исправны.)
2.35. В специализированную больницу поступают в среднем 50% больных с заболеванием К 30% с заболеванием L, 20% с заболеванием М. Вероятность полного излечения болезни K равна 0,7; для болезней L и М эти вероятности соответственно равны 0,8 и 0,9. Больной, поступивший в больницу, был выписан здоровым. Найти вероятность того, что этот больной страдал заболеванием K.
2.36. Изделие проверяется на стандартность одним из двух товароведов. Вероятность того, что изделие попадет к первому товароведу, равна 0,55, а ко второму – 0,45. Вероятность того, что стандартное изделие будет признано стандартным первым товароведом, равна 0,9, а вторым – 0,98. Стандартное изделие при проверке было признано стандартным. Найти вероятность того, что это изделие проверил второй товаровед.
2.37. Два равносильных противника играют в шахматы. Что вероятнее: а) выиграть одну партию из двух или две партии из четырех? б) выиграть не менее двух партий из четырех или не менее трех партий из пяти? Ничьи во внимание не принимаются.
2.38. Монету бросают пять раз. Найти вероятность того, что «герб» выпадет: а) менее двух раз; б) не менее двух раз.
2.39. а) Найти вероятность того, что событие А появится не менее трех раз в четырех независимых испытаниях, если вероятность появления события А в одном испытании равна 0,4;
б) событие В появится в случае, если событие А наступит не менее четырех раз. Найти вероятность наступления события В, если будет произведено пять независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А равна 0,8.
2.40. Устройство состоит из трех независимо работающих основных элементов. Устройство отказывает, если откажет хотя бы один элемент. Вероятность отказа каждого элемента за время t равна 0,1. Найти вероятность безотказной работы устройства за время t, если: а) работают только основные элементы;

б) включен один резервный элемент; в) включены два резервных элемента. Предполагается, что резервные элементы работают в том же режиме, что и основные, вероятность отказа каждого резервного элемента также равна 0,1 и устройство отказывает, если работает менее трех элементов.
2.41. В семье пять детей. Найти вероятность того, что среди этих детей: а) два мальчика; б) не более двух мальчиков; в) более двух мальчиков; г) не менее двух и не более трех мальчиков. Вероятность рождения мальчика принять равной 0,51.
2.42. Количество панелей, поступающих на стройку с заводов №1, №2, №3 пропорционально 5:7:8; причем процент выпуска бракованных изделий с завода №1 равен 5%, с завода №2 – 4% и с завода №3 – 2%. Какова вероятность того, что случайно выбранная панель содержит брак?

2.43. Для некоторой местности число дождливых дней в августе равно 11. Чему равна вероятность того, что первые три дня августа а) будут дождливыми,

б) будут не дождливыми?

2.44. Сборщик получил 3 ящика деталей: в первом ящике 40 деталей, из них 20 окрашенных; во втором. 50, из них 10 окрашенных; в третьем – 30 деталей, из них 15 окрашенных. Найти вероятность того, что наудачу извлеченная деталь из наудачу взятого ящика окажется окрашенной.

2.45. Рабочий обслуживает 5 станков, каждый из которых за смену может потребовать внимание рабочего с вероятностью 0,25. Найти вероятность того, что за смену не менее двух станков потребуют внимания рабочего.

2.46. Вероятность того, что каждый из трех друзей придет в условленное место, соответственно равны 0,8; 0,6; 0,7. Определить вероятность того, что встреча состоится, если для этого достаточно явиться двум из трех друзей.

2.47. На двух станках обрабатываются однотипные детали; вероятность брака для станка №1 составляет 0,03, а для станка №2 – 0,02. Обработанные детали складываются в одном месте, причем деталей со станка №1 складывается вдвое больше, чем со станка №2. Вычислить вероятность того, что взятая наудачу, оказавшаяся не бракованной деталь, была обработана на станке №1.

2.48. Фирма имеет три источника поставки комплектующих. фирмы А, В, С. на долю фирмы А приходится 50% общего объема поставок, В – 30% и С – 20%. Из практики известно, что 10% поставляемых фирмой А деталей бракованные, фирмой В – 5% си фирмой С – 6%. Какова вероятность, что взятая наугад и оказавшаяся бракованной деталь получена от фирмы А?

2.49. На станции отправления имеется 8 заказов на отправку товара: пять – внутри страны, а три – на экспорт. Какова вероятность того, что два выбранных наугад заказа окажутся предназначенными 1) для потребления внутри страны, 2) на экспорт, 3) один из них для потребления внутри страны, другой на экспорт?

2.50. Совет директоров состоит из трех бухгалтеров, трех менеджеров и двух инженеров. Планируется создать подкомитет из его членов. Какова вероятность того, что все трое в этом подкомитете будут бухгалтеры?

2.51. В центральную бухгалтерию поступили пачки накладных для проверки и обработки. 90% пачек были признаны удовлетворительными: они содержали только 1 % неправильно оформленных накладных. Остальные 10% пачек накладных были признаны неудовлетворительными, т.к. содержали 5% неправильно оформленных накладных. Взятая наугад из пачки накладная оказалась оформленной неправильно. Учитывая это, какова вероятность того, что вся пачка накладных будет признана несоответствующей стандартам?
2.52. На складе находятся 6 костюмов 48 размера, 10 костюмов 50 размера и 8 костюмов 52 размера. Случайным образом выбирают 2 костюма. Найти вероятностьтого, что они окажутся 1) одного размера, 2) разных размеров.

2.53. Первый магазин может выполнить план с вероятностью 0,9, второй с вероятностью 0,8, а третий – с вероятностью 0,7. Найти вероятность того, что план выполнят: а) не менее двух магазинов, б) не более одного магазина.

2.54. Студент знает 30 вопросов из 40. Ему наудачу заданы 2 вопроса. Какова вероятность того, что он ответит а) на оба вопроса, б) хотя бы на один из них?

2.55. Первый товаровед проверяет 40% всех изделий и в 9% случаев обнаруживает имеющийся брак. Второй товаровед проверяет всю остальную продукцию, но брак обнаруживает только в 95% случаев. Бракованное изделие оказалось бракованным. Какова вероятность того, что его проверял первый товаровед?

2.56. В заводскую столовую вошли рабочий, бухгалтер и сотрудник планового отдела. Известно, что соответствующие категории работников завода пользуются буфетом при столовой с вероятностью 0,6; 0,8; 0,9. Какова вероятность того, что буфетом воспользуются а) только двое из вошедших, б) хотя бы один из вошедших?

2.57. На контроль поступают одинаковые блюда, изготовленные двумя поварами. Производительность первого повара вдвое больше, чем второго. Процент брака у первого повара 0,8%, у второго – 0,6%. Проверяемое блюдо не удовлетворяет требованиям контроля. Найти вероятность того, что оно изготовлено вторым поваром.

Часть II. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

Глава 3. ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
3.1. Основные понятия
Одним из основных понятий теории вероятностей является понятие случайной величины.

Случайной величиной называется величина, которая в результате опыта может принять то или иное значение, причем заранее не известно как именно.

Случайные величины обозначаются большими буквами латинского алфавита: Х, Y, Z, …, а их возможные значения – малыми буквами: x, y, z,….

Различают дискретные и непрерывные случайные величины.
Величина Х называется дискретной случайной величиной, если множество ее возможных значений представляет собой конечную или бесконечную последовательность чисел: х1, х2,… и если каждое событие 
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Другими словами, возможные значения дискретной случайной величины можно перенумеровать. Число возможных значений дискретной случайной величины может быть конечным или бесконечным (в последнем случае множество всех возможных значений называют счетным). 

Например. Число попаданий при трех выстрелах. Возможные значения случайной величины: 0, 1, 2, 3.

Оценка на экзамене. Возможные значения случайной величины: 2, 3, 4, 5.

Случайные величины, возможные значения которых непрерывно заполняют промежуток, называются непрерывными случайными величинами.
Например. Время безотказной работы некоторого двигателя. Случайная величина может принимать любые значения, не отделенные друг от друга.
Случайная величина будет описана полностью, если установлена связь между возможными ее значениями и вероятностью их появления.

Всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями, называется законом распределения случайной величины.

Закон распределения задается либо формулой, выражающей вероятность 
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, либо таблицей, в которой перечисляются все возможные значения случайной величины и их вероятности.

В частности, для дискретных случайных величин закон распределения задается таблицей, в которой перечисляются все возможные значения случайной величины и их вероятности, а для непрерывных случайных величин – функцией от 
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3.2. Функция распределения вероятностей случайной величины

Функция распределения вероятностей случайной величины (или просто «функция распределения») – универсальная характеристика случайной величины. Она существует для всех случайных величин – и непрерывных, и дискретных.

Функцией распределения вероятностей случайной величины Х называется вероятность того, что случайная величина Х в результате испытания примет значение меньше х, т.е. 
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Часто вместо термина «функция распределения» используют термин «интегральная функция распределения».

Свойства функции распределения
Функция распределения обладает следующими свойствами:

Свойство 1. Значения функции распределения принадлежат отрезку [0;1]:
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Свойство 2. Функция распределения есть неубывающая функция:
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Следствие 1. Вероятность того, что случайная величина X примет значение, заключенное в интервале (a, b), равна приращению функции распределения на этом интервале:
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Следствие 2. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X примет одно определенное значение, например 
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Свойство 3. Если все возможные значения случайной величины X принадлежат интервалу (a, b), то 
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Свойство 3. 
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Следствие. Справедливы следующие предельные соотношения:
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Свойство 4. Функция распределения непрерывна слева:


[image: image351.wmf])

(

)

(

lim

0

0

x

F

x

F

x

x

=

­

.
График функции распределения 
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 есть график неубывающей функции, значения которой меняются от 0 до 1.

Для непрерывной случайной величины – это непрерывная линия.

Для дискретной случайной величины – это разрывная случайная кривая, скачки которой происходят в точках, соответствующих возможным значениям случайной величины.
3.3. Дискретные случайные величины
Рассмотрим дискретную случайную величину Х с возможными значениями х1, х2,…, хn. Каждое из этих значений возможно, но не достоверно и величина Х может принять каждое из них с некоторой вероятностью. В результате опыта величина Х примет одно из этих значений, т.е. 
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 образуют полную группу несовместных событий: 
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[image: image359.wmf]1

1

i

i

P

¥

=

=

å

.
Это условие называют условием нормировки.
Если множество возможных значений величины Х бесконечно то ряд: 
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должен быть сходящимся и его сумма должна быть равна единице.

Законом распределения дискретной случайной величины называют перечень ее возможных значений и соответствующих им вероятностей. Закон распределения дискретной случайной величины X может быть задан в виде таблицы.

Таблица, в которой перечислены все возможные значения случайной 
еличиины и соответствующие им вероятности, называется рядом распределения дискретной случайной величины:
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Закон распределения дискретной случайной величины X может быть также задан аналитически (в виде формулы):
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или с помощью функции распределения (см. предыдущий параграф).

Закон распределения дискретной случайной величины можно изобразить графически, для чего в прямоугольной системе координат строят точки с координатами: (x1; p1), (x2; p2), … , (xn; pn), где xi – возможные значения X, pi – соответствующие вероятности, и соединяют их отрезками прямых. Полученную фигуру называют многоугольником распределения.

Многоугольник распределения, как и ряд распределения, полностью характеризует случайную величину. Он является одной из форм его закона распределения.
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3.4. Числовые характеристики дискретной случайной величины
Случайные величины полностью характеризуются законом распределения. Однако во многих задачах нет необходимости так полно характеризовать случайную величину. Часто бывает достаточно указать только параметры, характеризующие случайную величину, какое-то среднее значение, около которого группируются возможные числовые значения случайной величины; или какое-либо число, характеризующее степень разбросанности этих значений относительно среднего или центра. Такие характеристики, выражающие в сжатой форме наиболее существенные особенности распределения, называются числовыми характеристиками случайной величины.
К основным числовым характеристикам любой случайной величины (т.е. дискретной и непрерывной) относятся:

· математическое ожидание;

· дисперсия;

· среднее квадратическое отклонение.
Наиболее часто в теории вероятностей используют математическое ожидание и дисперсия.

Математическим ожиданием (или средним значением) дискретной случайной величины называется сумма произведений всех ее возможных значений на их вероятности:
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Если дискретная случайная величина имеет n возможных значений, то 
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Иногда математическое ожидание случайной величины обозначают 
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Математическое ожидание называется центром рассеивания распределения вероятностей случайной величины. 
Свойства математического ожидания
Математическое ожидание обладает следующими свойствами.

Свойство 1. Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной:
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Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:
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Свойство 3. Математическое ожидание произведения взаимно независимых случайных величин равно произведению математических ожиданий сомножителей: 
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Свойство 4. Математическое ожидание суммы случайных величин равно сумме математических ожиданий слагаемых:
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Зная лишь математическое ожидание случайной величины, еще нельзя судить о распределении значений случайной величины около математического ожидания. Для оценки рассеивания возможных значений случайной величины вокруг ее математического ожидания введена другая числовая характеристика, называемая дисперсией.

Дисперсией (или рассеиванием) случайной величины называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:
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Данное определение справедливо и для дискретных и для непрерывных случайных величин.
Исходя из определения, можно записать дисперсию для дискретной величины:
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Дисперсию удобно вычислять по формуле:
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Свойства дисперсии
Дисперсия обладает следующими свойствами.

Свойство 1. Дисперсия постоянной равна нулю:


[image: image385.wmf].

0

)

(

=

C

D


Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, предварительно возведя его в квадрат:
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Свойство 3. Дисперсия суммы независимых случайных величин равна сумме дисперсий слагаемых:
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Дисперсия имеет размерность квадрата случайной величины. Для наглядности удобнее пользоваться величиной, размерность которой совпадает с размерностью случайной величины.

Средним квадратическим отклонением случайной величины называют квадратный корень из дисперсии:
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Данное определение справедливо и для дискретных и для непрерывных случайных величин.
Практически не встречаются такие значения случайной величины, отклонения которых от ее математического ожидания во много раз больше чем среднее квадратичное отклонение.
Свойства среднего квадратического отклонения
Свойство 1.  Среднее квадратическое отклонение постоянной величины равна нулю: 
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Свойство 2. Постоянный множитель по абсолютной величине можно вынести за знак среднего квадратического отклонения: 
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Свойство 3. Среднее квадратическое отклонение суммы независимых случайных величин равно: 
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3.5. Основные распределения дискретной случайной величины
Закон распределения случайных величин считается заданным если:

1. указано множество возможных значений случайных величин;

2. указан способ количественного определения вероятностей попадания случайных величин в произвольную область этого множества.

Законы распределения вероятностей определяются для функций от известных случайных величин: дискретных, непрерывных и смешанных.

Как было изложено ранее, для дискретных случайных величин закон распределения вероятностей задается в виде ряда, многоугольника, функций распределения.

Для непрерывных случайных величин закон распределения вероятностей задается в виде функции распределения (интегральной функции распределения) и плотности распределения (плотности вероятности, дифференциальной функции распределения).
Рассмотрим основные законы распределения дискретной случайной величины.
Биномиальное распределение
Биномиальным называют закон распределения дискретной случайной величины Х – числа появлений события в n независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события равна p; вероятность возможного значения X=m (числа m появлений события) вычисляют по формуле Бернулли:


[image: image392.wmf](

)

m

n

m

m

n

n

m

q

p

C

A

P

-

=

,

.

Математическое ожидание биномиального распределения равно произведению числа испытаний на вероятность появления события в одном испытании:
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Дисперсия биномиального распределения равна произведению числа испытаний на вероятности появления и непоявления события в одном испытании:
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Распределение Пуассона
Пусть производится n независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А равно р. Для определения вероятности появления события m раз в этих испытаниях используют формулу Бернулли. Если же n велико, то формула Бернулли неприменима.

При большом n и малом р используют асимптотическую формулу Пуассона, которая получается из формулы Бернулли при 
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Распределение Пуассона имеет вид:
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где 
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 (среднее число появлений события в n испытаниях), ( называется интенсивностью потока.

Математическое ожидание и дисперсия распределения Пуассона равны a.
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3.6. Примеры решения задач к главе 3

Пример 3.1. Дискретная случайная величина X задана законом распределения:

	Х
	1
	3
	6
	8

	Р
	0,2
	0,1
	0,4
	0,3


Построить многоугольник распределения.

Решение. Построим прямоугольную систему координат, причем по оси абсцисс будем откладывать возможные значения xi, а по оси ординат – соответствующие вероятности pi.
Построим точки M1 (1; 0,2), М2(3; 0,1), M3(6;0,4) и M4(8; 0,3). Соединив эти точки отрезками прямых, получим искомый многоугольник распределения:
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Пример 3.2. По мишени произведен один выстрел. Вероятность попадания в мишень равна 0,4. Построить ряд и многоугольник распределения числа попаданий.

Решение. Случайная величина Х – число попаданий в мишень, имеет два возможных значения: 0 и 1 с вероятностями 0,6 и 0,4.
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Пример 3.3. Построить график функции распределения случайной величины Х, заданной рядом распределения:

	Х
	0
	1
	2
	3

	Р
	0,064
	0,096
	0,24
	0,6


Решение. Составим функцию распределения 
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Построим график 
[image: image402.wmf](

)

Fx

.


[image: image403.wmf]F(x)

0

х

1

2

3

1

0,4

0,16

0,064


Вычислим 
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Пример 3.4. Найти математическое ожидание дискретной случайной величины X, заданной законом распределения:
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Решение. Математическое ожидание равно сумме произведений всех возможных значений X на их вероятности:
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Пример 3.5. Вероятность попадания в цель при одном выстреле Р=0,4. Определить математическое ожидание числа попаданий при трех выстрелах.
Решение. Возможное значение случайной величины – числа попаданий в цель – 0, 1, 2, 3. 

Вероятность этих значений:
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[image: image410.wmf](
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Пример 3.6. Магазин получает товар от трех независимо работающих фирм. Вероятность поставки товара от первой фирмы равна 0,4, от второй 0,3, от третьей −0,6. Составить распределение случайной величины X − числа полученных поставок, найти числовые характеристики и функцию распределения этой случайней величины.
Решение. Случайная величина X − число полученных поставок может принимать значения: 0,1,2,3. Найдем вероятности принятия каждого из этих значений.
Обозначим через 
[image: image411.wmf]A
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 (независимые события) − получение поставки товара с i-ой фирмы, где i=1,2,3, через pi − вероятность события A.
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 EMBED Equation.3  [image: image415.wmf]=
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Следовательно, ряд распределения имеет вид:
	Х
	0
	1
	2
	3

	Р
	0,168
	0,436
	0,324
	0,072


Проверим условие нормировки:
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Действительно, 0,168+0,436+0,324+0,072=1

Найдем числовые характеристики:
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Найдем функцию распределения F(x):

[image: image425.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

£

<

£

<

<

<

<

=

,

3

при

1

,

3

2

при

928

,

0

,

2

1

при

0604

,

0

,

1

0

при

168

,

0

,

0

при

0

)

(

x

x

x

x

x

x

F


Пример 3.7. Стрелок ведет стрельбу по мишени до первого попадания, имея 4 патрона. Вероятность попадания при каждом выстреле 0,6. Построить ряд распределения числа патронов, оставшихся неизрасходованными.

Решение. Случайная величина Х – число неизрасходованных патронов – имеет 4 возможных значения: 0, 1, 2, 3. Вероятности этих значений соответственно равны:
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	Х
	0
	1
	2
	3

	Р
	0,064
	0,096
	0,24
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Пример 3.8. Устройство состоит из трех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,1. Составить закон распределения числа отказавших элементов в одном опыте.

Решение. Дискретная случайная величина X (число отказавших элементов в одном опыте) имеет следующие возможные значения: x1=0 (ни один из элементов устройства не отказал), x2=1 (отказал один элемент), x3=2 (отказали два элемента) и x4=3 (отказали три элемента).

Отказы элементов независимы один от другого, вероятности отказа каждого элемента равны между собой, поэтому применима формула Бернулли.

Учитывая, что, по условию, n=3, p=0,1 (следовательно, q=1-0,1=0,9), получим:
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Контроль: 0,729 + 0,243 + 0,027 + 0,001 = 1.

Напишем искомый биномиальный закон распределения X:

	Х
	0
	1
	2
	3

	Р
	0,729
	0,243
	0,027
	0,001


Пример 3.9. Вероятность попадания при одном выстреле равна 0,25. Найти математическое ожидание числа попаданий при 40 выстрелах.

Решение. 
[image: image431.wmf](
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Пример 3.10. Вероятность попадания при одном выстреле Р=0,3. Определить расход снарядов, обеспечивающих математическое ожидание числа попавших снарядов, равно 6.

Решение. 
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Пример 3.11. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Наудачу отобраны две детали. Составить закон распределения числа стандартных деталей среди отобранных.

Решение. Случайная величина X – число стандартных деталей среди отобранных деталей – имеет следующие возможные значения: x1=0; x2=1; x3=2. Найдем вероятности возможных значений X по формуле:
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где N – число деталей в партии, n – число стандартных деталей в партии, m – число отобранных деталей, k – число стандартных деталей среди отобранных.
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Составим искомый закон распределения:

	Х
	0
	1
	2

	Р
	1/45
	16/45
	28/45


Контроль: 1/45 + 16/45 + 28/45 = 1.

Пример 3.12. Производится 3 выстрела по мишени с вероятностями попадания в цель соответственно при каждом выстреле: Р1=0,3; Р2=0,4; Р3=0,6. Найти математическое ожидание общего числа попаданий.

Решение. Число попаданий при первом выстреле есть случайная величина Х1, принимающая два значения 0 и 1 с вероятностями 0,7 и 0,3.
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 численно равно вероятности попадания.

Аналогично определим:


[image: image440.wmf](

)

(

)

2

3

00,610,40,4,

00,410,60,6.

MX

MX

=×+×=

=×+×=


Общее число попаданий есть случайная величина Х: 
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Пример 3.13. После ответа студента на вопросы экзаменационного билета экзаменатор задает студенту дополнительные вопросы. Преподаватель прекращает задавать дополнительные вопросы, как только студент обнаруживает незнание заданного вопроса. Вероятность того, что студент ответит на любой заданный дополнительный вопрос, равна 0,9. Требуется составить закон распределения случайной дискретной величины X – числа дополнительных вопросов, которые задаст преподаватель студенту; 

Решение. Дискретная случайная величина X – число заданных дополнительных вопросов – имеет следующие возможные значения:
x1=1, x2=2, x3=3, … , xk=k, … .
Найдем вероятности этих возможных значений.

Величина X примет возможное значение x1=1 (экзаменатор задаст только один вопрос), если студент не ответит на первый вопрос. Вероятность этого возможного значения равна 1–0,9=0,1. Таким образом, P(X=1)=0,1.
Величина X примет возможное значение x2=2 (экзаменатор задаст только два вопроса), если студент ответит на первый вопрос (вероятность этого события равна 0,9) и не ответит на второй (вероятность этого события равна 0,1). Таким образом, 
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Аналогично найдем 
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Напишем искомый закон распределения:

	Х
	1
	2
	3
	…
	k
	…

	Р
	0,1
	0,09
	0,081
	…
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Пример 3.14. Завод отправил на базу 500 изделий. Вероятность повреждения изделия в пути равна 0,002. Найти вероятности того, что в пути будет повреждено изделий: а) равно 3; б) менее 3; в) более 3; г) хотя бы одно. 
Решение. Число n=500 велико, вероятность p=0,002 мала и рассматриваемые события (повреждение изделий) независимы, поэтому имеет месть формула Пуассона
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а) Найдем λ: 
[image: image447.wmf].
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Найдем вероятность того, что будет повреждено ровно 3 (k=3) изделия:
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б) Найдем вероятность того, что будет повреждено менее трех изделий:
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в) Найдем вероятность P того, что будет повреждено более трех деталей. События «повреждено более трех изделий» и «повреждено не более трех изделий» (обозначим вероятность этого события через Q) – противоположны, поэтому P+Q=1. Отсюда
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Используя результаты, полученные выше, имеем:
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г) Найдем вероятность P1 того, что будет повреждено хотя бы одно изделие. События «повреждено хотя бы одно изделие» и «ни одно из изделий не повреждено» (обозначим вероятность этого события через Q1) – противоположные, следовательно, P1+Q1=1. Отсюда искомая вероятность того, что будет повреждено хотя бы одно изделие, равна
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Пример 3.15. Найти математическое ожидание дискретной случайной величины X – числа таких бросаний пяти игральных костей, в каждом из которых на двух костях появится по одному очку, если общее число бросаний равно двадцати.

Решение. Воспользуемся  формулой 
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где n – общее число испытаний (бросаний пяти костей); X – число появлений интересующего нас события( на двух костях из пяти появится по одному очку) в n испытаниях; Р – вероятность появления рассматриваемого события в одном испытании.

По условию, n=20. Остаётся найти Р – вероятность того, что на гранях двух из пяти костей появится по одному очку. Эту вероятность вычислим по формуле Бернулли, учитывая, что вероятность появления одного очка на грани одной кости 
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 и, следовательно, вероятность непоявления 
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Искомое математическое ожидание
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Пример 3.16. Производится три выстрела по цели, вероятность попадания при каждом выстреле – 0,4. Определить дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины Х – числа попаданий.

Решение. Для удобства вычислений составим таблицу:

	Х
	0
	1
	2
	3
	

	Р
	0,216
	0,432
	0,06288
	0,064
	

	Х-М(Х)
	-1,2
	-0,2
	0,8
	1,8
	М(Х)=1,2

	(Х-М(Х))2
	1,44
	0,04
	0,64
	3,23
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Пример 3.17. Вероятность брака в некоторой партии деталей 0,0006. Какова вероятность того, что в партии из 6000 деталей число бракованных будет равно 3.

Решение. 
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Задания для самостоятельного решения 
3.1. В партии 10% нестандартных деталей. Наудачу отобраны четыре детали. Написать биномиальный закон распределения дискретной случайной величины X – числа нестандартных деталей среди четырех отобранных и построить многоугольник полученного распределения.

3.2. Написать биномиальный закон распределения дискретной случайной величины X – числа появлений «герба» при двух бросаниях монеты.

3.3. Две игральные кости одновременно бросают два раза. Написать биномиальный закон распределения дискретной случайной величины X – числа выпадения четного числа очков на двух игральных костях.

3.4. В партии из шести деталей имеется четыре стандартных. Наудачу отобраны три детали. Составить закон распределения дискретной случайной величины X – числа стандартных деталей среди отобранных.

3.5. Вероятность того, что стрелок попадет в мишень при одном выстреле, равна 0,8. Стрелку выдаются патроны до тех пор, пока он не промахнется. Требуется составить закон распределения дискретной случайной величины X – числа патронов, выданных стрелку.
3.6. Два бомбардировщика поочередно сбрасывают бомбы на цель до первого попадания. Вероятность попадания в цель первым бомбардировщиком равна 0,7, вторым – 0,8. Вначале сбрасывает бомбы первый бомбардировщик. Составить первые четыре члена закона распределения дискретной случайной величины X – числа сброшенных бомб обоими бомбардировщиками (т.е. ограничиться возможными значениями X, равными 1, 2, 3 и 4).

3.7. Устройство состоит из 1000 элементов, работающих независимо один от другого. Вероятность отказа любого элемента в течении времени T равна 0,002. Найти вероятность того, что за время T откажут ровно 3 элемента.

Указание:
Принять e-2=0,13534.

3.8. Станок-автомат штампует детали. Вероятность того, что изготовленная деталь окажется бракованной, равна 0,01. Найти вероятность того, что среди 200 деталей окажется ровно четыре бракованных.

3.9. Магазин получил 1000 бутылок минеральной воды. Вероятность того, что при перевозке бутылка окажется разбитой, равна 0,003. Найти вероятности того, что магазин получит разбитых бутылок: а) ровно две; б) менее двух; в) более двух; г) хотя бы одну.

Указание: Принять е-3=0,04979.
3.10. Дискретная случайная величина X принимает три возможных значения: 
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, зная, что 
[image: image473.wmf]8.

M(X)

=


3.11. Дан перечень возможных значений дискретной случайной величины X: 
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 а также известны математические ожидания этой величины и её квадрата: 
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 Найти вероятности, соответствующие возможным значениям X.

3.12. В партии из 10 деталей содержится три нестандартных. Наудачу отобраны две детали. Найти математическое ожидание дискретной случайной величины X – числа нестандартных деталей среди двух отобранных.

3.13. Бросают n игральных костей. Найти математическое ожидание числа таких бросаний, в каждом из которых выпадает ровно m шестёрок, если общее число бросаний равно N.
3.14. Отдел технического контроля проверяет изделия на стандартность. Вероятность того, что изделие стандартно, равна 0,9. В каждой партии содержится пять изделий. Найти математическое ожидание дискретной случайной величины X – числа партий, в каждой из которых окажется ровно четыре стандартных изделия, - если проверке подлежит 50 партий.
3.15. а) Устройство состоит из большого числа независимо работающих элементов с одинаковой (очень малой) вероятностью отказа каждого элемента за время T. Найти среднее число отказавших за время T  элементов, если вероятность того, что за это время откажет хотя бы один элемент, равна 0,98.

б) Найти среднее число λ бракованных изделий в партии изделий, если вероятность того, что в этой партии содержится, хотя бы одно бракованное изделие, равна 0,95. Предполагается, что число бракованных изделий в рассматриваемой партии распределено по закону Пуассона.

Указание: Принять е-3=0,05.

Глава 4. НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
4.1. Плотность распределения вероятностей непрерывной случайной величины
Для количественной характеристики непрерывной случайной величины используется, введенная ранее функция распределения вероятностей случайной величины (или интегральная функция распределения): 
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Введем еще одну функцию распределения, называемую плотностью распределения.

Плотностью распределения вероятностей непрерывной случайной величины называют первую производную от функции распределения:
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Часто вместо термина «плотность распределения» используют термины «плотность вероятностей» и «дифференциальная функция».

Плотность вероятности указывает на то, что случайная величина Х часто появляется в окрестности точки х при повторении опытов.

Плотность распределения есть также одна из форм закона распределения. 

График плотности распределения случайной величины называется кривой распределения.

Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет значение, принадлежащее интервалу (а, b), определяет равенством:
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Зная плотность распределения, можно найти функцию распределения
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Геометрически это площадь фигуры, ограниченной кривой распределения и осью абсцисс левее х.
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Свойства плотности распределения

Плотность распределения 
[image: image482.wmf])
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обладает следующими свойствами:

Свойство 1. Плотность распределения неотрицательна, т.е.

[image: image483.wmf]0

)

(

³

x

f

.
Свойство 2. Несобственный интеграл от плотности распределения в пределах от -∞ до ∞ равен единице:
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Данное условие принято называть условием нормировки непрерывной случайной величины.
В частности, если все возможные значения случайной величины принадлежат интервалу (a, b), то
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Геометрически это означает, что вся площадь фигуры, ограниченной кривой распределения и осью абсцисс, равна единице.
4.2. Числовые характеристики непрерывной случайной величины

Математическое ожидание непрерывной случайной величины Х, 
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где f(х) – плотность распределения случайной величины Х.
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Если математическое ожидание М(Х) существует и кривая распределения симметрична относительно прямой х=С, то
М(Х)=С.

Модой 
[image: image488.wmf])
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 непрерывной случайной величины Х называют то ее возможное значение, которому соответствует локальный максимум плотности распределения. В частности, если распределение имеет два одинаковых максимума, то его называют бимодальным.

Медианой 
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 непрерывной случайной величины Х называют то ее возможное значение, которое определяется равенством
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Геометрически медиану можно истолковать как точку, в которой ордината f(x) делит пополам площадь, ограниченную кривой распределения.

Дисперсия непрерывной случайной величины Х, возможные значения которой принадлежат всей оси Ох, определяется равенством 
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или равносильным равенством
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На практике удобнее использовать последнее равенство.
В частности, если все возможные значения Х принадлежат интервалу (a, b), то 
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или 
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Среднее квадратическое отклонение непрерывной случайной величины определяется так же, как и для дискетной величины:
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Все свойства дисперсии и среднего квадратического отклонения, указанные выше для дискретных случайных величин, сохраняются и для непрерывных величин.

Если Y=φ(X) – функция случайного аргумента Х, причем возможные значения Х принадлежат всей оси Ох, то
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или
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В частности, если все возможные значения Х принадлежат интервалу (a, b), то
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4.3. Основные распределения непрерывной случайной величины
Равномерное распределение
Непрерывную случайную величину Х называют равномерно распределенной на отрезке [a, b], которому принадлежат все возможные значения Х, если ее плотность на этом отрезке постоянна и равна 
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Плотность равномерно распределенной случайной величины имеет вид:
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Закону равномерного распределения подчиняется, например, погрешность при измерениях с округлением или положение объекта в некоторой области, если ни одному из возможных положений нельзя отдать предпочтение.

Найдем интегральную функцию равномерного распределения:
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Итак, интегральная функция равномерного распределения имеет вид:
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Найдем числовые характеристики равномерного распределения случайной величины:
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Показательное распределение
Непрерывную случайную величину называют распределенной по показательному закону, если она задана дифференциальной функцией распределения: 
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Найдем интегральную функцию распределения:
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Итак, интегральная функция показательного распределения имеет вид:
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Найдем численные характеристики случайной величины, подчиненной показательному закону распределения.
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Показательное распределение имеет случайную величину Т – длительность времени безотказной работы элемента.

Под элементом понимают устройство независимо от того «простое» оно или «сложное» (например: электронная лампа, двигатель внутреннего сгорания и т.д.).

Вероятность отказа элемента за время длительностью t определяется интегральной функцией показательного закона распределения:
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где ( – интенсивность отказов, т.е. среднее число отказов в единицу времени.

Функцией надежности 
[image: image516.wmf](
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 называют функцию, определяющую вероятность безотказной работы элемента за время t:
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Нормальный закон распределения (закон Гаусса)
Это наиболее часто встречающийся закон распределения при решении практических задач. Главная его особенность в том, что он является предельным законом, к которому приближаются другие законы при весьма часто встречающихся типичных условиях.

Нормальным распределением называют распределение вероятностей непрерывной случайной величины Х, плотность которого имеет вид
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где a – математическое ожидание, σ – среднее квадратическое отклонение Х.

Нормальный закон распределения часто называют законом Гаусса.

Функция 
[image: image519.wmf](
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 определена при любых значениях х.

Кривая нормального распределения симметрична относительно прямой 
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При 
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 функция 
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 имеет максимальное значение, а именно:
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Вероятность попадания случайной величины, подчиненной нормальному закону, на заданный участок равна:


[image: image525.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

1

2

xa

Pxfxdxedx

bb

s

aa

ab

sp

-

<<==

òò

.

Пользуясь заменой переменных 
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Для нахождения этого интеграла пользуются таблицей значений функции Лапласа (или интеграла вероятностей):
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С помощью этой функции вероятность попадания случайной величины на заданный участок 
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 запишется следующим образом:
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Свойства функции Лапласа
1. 
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3. Функция Лапласа есть функция нечетная, т.е. 
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Замечание. 
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Вычислим вероятность попадания случайной величины Х на участок длины 
[image: image536.wmf]2
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, симметричный относительно центра рассеивания а, т.е. математического ожидания.
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С помощью функции Лапласа интегральная функция распределения 
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Асимметрия, эксцесс, мода и медиана нормального распределения соответственно равны:
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4.4. Примеры решения задач к главе 4
Пример 4.1. Случайная величина X задана функцией распределения 
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Найти вероятность того, что в результате испытания величина X примет значение, заключенное в интервале (0, 
[image: image545.wmf]3

1

).

Решение. Вероятность того, что X примет значение, заключенное в интервале (a, b), равна приращению функции распределения на этом интервале: 
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Пример 4.2. Случайная величина X задана функцией распределения


[image: image549.wmf].

4

,

4

2

,

2

при

при

при

1

1

5

,

0

0

)

(

>

£

<

£

ï

î

ï

í

ì

-

=

x

x

х

x

x

F


Найти вероятность того, что в результате испытания X примет значение: a) меньшее 0,2; б) меньшее трех; в) не меньше трех; г) не меньше пяти.

Решение.
а) Так как при 
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б) 
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в) события 
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г) сумма вероятностей противоположных событий равна единице, поэтому 
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Отсюда, используя условие, в силу которого при x>4 функция F(x)=1, получим
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Пример 4.3. Непрерывная случайная величина Х задана плотностью распределения 
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Решение.
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Пример 4.4. Задана плотность распределения непрерывной случайной величины Х:
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Найти функцию распределения 
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Используем формулу 
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Тогда:
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Графики 
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Пример 4.5. Случайная величина Х задана на всей оси Ох функцией распределения
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Найти возможное значение 
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 случайная величина Х в результате испытания примет значение, большее 
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Следовательно, 
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По определению функции распределения,
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Следовательно,
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Пример 4.6. Дискретная случайная величина Х задана законом распределения

	Х
	2
	4
	7

	р
	0,5
	0,2
	0,3


Найти функцию распределения F(х) и начертить ее график.

Решение.
1. Если х≤2, то F(х)=0.

Действительно, значений, меньших числа 2, величина Х не принимает.

Следовательно, при х≤2 функция F(х)=Р(Х<x)=0.

2. Если 2<x≤4, то F(х)=0,5.

Действительно, Х может принять значение 2 с вероятностью 0,5.

3. Если 4<х≤7, то F(х)=0,7.

Действительно, Х может принять значение 2 с вероятностью 0,5 и значение 4 с вероятностью 0,2; следовательно, одно из этих значений, безразлично какое, Х может принять (по теореме сложения вероятностей несовместных событий) с вероятностью 0,5+0,2=0,7.

4. Если х>7, то F(х)=1. Действительно, событие Х≤7 достоверно и вероятность его равна единице.

Итак, искомая функция распределения имеет вид
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График этой функции:

[image: image594]
Пример 4.7. Дана интегральная функция случайной величины Х:
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Найти плотность вероятности, построить ее график и найти вероятность того, что в результате испытания случайная величина Х примет значение в интервале (0,5; 1,5).
Решение.
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График этой функции:
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Пример 4.8. Случайная величина Х задана плотностью распределения:
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Построить график дифференциальной и интегральной функции распределения.

Решение.
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Пример 4.9. Дана функция распределения непрерывной случайной величины Х:
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Найти плотность распределения f(х).

Решение. Плотность распределения равна первой производной от функции распределения:
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Заметим, что при х=0 производная 
[image: image604.wmf])
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 не существует.

Пример 4.10. Непрерывная случайная величина Х задана плотностью распределения 
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Найти вероятность того, что Х примет значение, принадлежащее интервалу (
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Решение. Воспользуемся формулой 
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По условию, 
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Следовательно, искомая вероятность 
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 EMBED Equation.3  [image: image611.wmf]ò
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Пример 4.11. Задана плотность распределения непрерывной случайной величины Х:
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Найти функцию распределения F(x).

Решение. Используем формулу 
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Если х≤0, то f(х)=0, следовательно,
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Если 
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Итак, искомая функция распределения
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Пример 4.12. Найти дисперсию и среднее квадратичное отклонение случайной величины Х, если:
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Решение.
Используем формулу


[image: image621.wmf]ò

=

b

a

dx

x

xf

X

M

)

(

)

(

.
Подставив а=0, b=1, f(х)=2х, получим
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 EMBED Equation.3  [image: image623.wmf]
Дисперсию можно вычислить, пользуясь формулой:
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тогда
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Пример 4.13. Найти математическое ожидание случайной величины Х, заданной функцией распределения
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Решение. Найдем плотность распределения величины Х:
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Найдем искомое математическое ожидание:
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Пример 4.14. Случайная величина X − годовой доход наугад взятого лица, облагаемого налогом. Плотность распределения этой случайной величины имеет вид:
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Требуется:

· определить значение параметра,

· найти функцию распределения F(x),
· вычислить математическое ожидание mx и среднее квадратическое отклонение 
[image: image631.wmf]х

s

,

· определить размер годового дохода x1, не ниже которого с вероятностью 0,6 окажется годовой доход случайно выбранного налогоплательщика. 

Решение.


Воспользуемся условием нормировки:
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следовательно, 
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Итак,
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Функция распределения 
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Следовательно,
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Т.к. по определению:
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Чтобы найти х1 воспользуемся таблицами десятичных логарифмов.
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По таблице антилогарифмов 
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Пример 4.15. Найти дисперсию случайной величины Х, заданной функцией распределения
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Решение. Найдем плотность распределения:
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Найдем математическое ожидание
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(подынтегральная функция нечетная, пределы интегрирования симметричны относительно начала координат).

Найдем искомую дисперсию, учитывая, что М(Х)=0:
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Пример 4.16. Дана плотность вероятности непрерывной случайной величины:
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Найти интегральную функцию 
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Итак:
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Пример 4.17. Случайная величина Х задана плотностью вероятности:
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Найти числовые характеристики величины Х.

Решение.
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Пример 4.18. Автобус идет с интервалом 10 мин. Найти плотность вероятности и интегральную функцию распределения, построить их графики для времени ожидания автобуса при случайном выходе к остановке. Найти также числовые характеристики.

Решение.

[image: image690.wmf](

)

1

10

fx

=

, 
[image: image691.wmf].

10

,

10

0

,

0

при

при

при

0

1

,

0

0

)

(

>

£

<

£

ï

î

ï

í

ì

=

x

x

х

x

f

 
[image: image692.wmf].

10

,

10

0

,

0

при

при

при

1

10

0

)

(

>

£

<

£

ï

î

ï

í

ì

=

x

x

х

x

x

F



[image: image693.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

5,

2

10025

,

12123

255

.

3

3

ab

Mx

ba

Dx

xDx

s

+

==

-

===

===



[image: image694.wmf]0
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Пример 4.19. Цена деления шкалы амперметра равна 0,1А. Показания округляют до ближайшего целого деления. Найти вероятность того, что при отсчете будет сделана ошибка, превышающая 0,02А.

Решение. Ошибку округления отсчета можно рассматривать как случайную величину Х, которая распределена равномерно в интервале между двумя соседними целыми делениями.

Плотность равномерного распределения f(x)=1/(b-a), где (b-a) – длина интервала, в котором заключены возможные значения Х; вне этого интервала f(x)=0.

В рассматриваемой задаче длина интервала, в котором заключены возможные значения Х, равна 0,1, поэтому f(х)=1/0,1=10.

Легко сообразить, что ошибка отсчета превысит 0,02, если она будет заключена в интервале (0,02, 0,08).

По формуле 
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Пример 4.20. Написать плотность и функцию распределения показательного закона, если параметр λ=5.

Решение. Подставив λ=5 получим:
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Пример 4.21. Непрерывная случайная величина Х распределена по показательному закону, заданному плотностью вероятности 
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Найти вероятность того, что в результате испытания Х попадает в интервал (0,13, 0,7).

Решение. Используем формулу
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Учитывая, что, по условию, a=0,13, b=0,7, λ=3, и пользуясь таблицей значений функции 
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Пример 4.22. Найти математическое ожидание показательного распределения 


[image: image704.wmf]x

e

x

f

l

l

-

=

)

(

 (х≥0);     f(x)=0 (х<0).

Решение. Используем формулу
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Учитывая, что f(х)=0 при х<0 и 
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Интегрируя по частям по формуле


[image: image708.wmf]ò

ò

¥

¥

¥

-

=

0

0

0

vdu

uv

udv

,

Получим u=x, 
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Итак, математическое ожидание показательного распределения равно обратной величине параметра λ.

Пример 4.23. Найти: а) дисперсию; б) среднее квадратическое отклонение показательного распределения, заданного плотностью вероятности: 
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Решение. а) Используем формулу
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Учитывая, что f(х)=0 при х<0, 
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Интегрируя дважды по частям, найдем 
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 EMBED Equation.3  [image: image716.wmf].
Следовательно, искомая дисперсия
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Т.е. дисперсия показательного распределения равна величине, обратной 
[image: image718.wmf]2
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б) Найдем среднее квадратическое отклонение:


[image: image719.wmf]l

l

s

1

1

)

(

)

(

2

=

=

=

X

D

Х

.

Т.е. среднее квадратическое отклонение показательного распределения равно величине, обратной λ.

Пример 4.24. Математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение нормально распределенной случайной величины соответственно равны 10 и 2.

Найти вероятность того, что в результате испытания Х примет значение, заключенное в интервале 
[image: image720.wmf](
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Решение.
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Пример 4.25. Автомат изготавливает шарики. Шарик считается годным, если отклонение Х диаметра шарика от проектного размера по абсолютной величине меньше 0,7мм.

Считая, что случайная величина Х распределена нормально со средним квадратическим отклонением 
[image: image722.wmf]0,4
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, найти, сколько в среднем будет годных шариков среди ста изготовленных.

Решение. Так как Х – отклонение диаметра от проектного, то
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Таким образом, вероятность отклонения заданного размера равна 0,92.

Отсюда следует, что примерно 92 шарика из 100 окажутся годными.

Пример 4.26. Бомбардировщик пролетавший вдоль моста, длина которого 30м и ширина 8м, сбросил бомбы. Случайные величины Х и Y (расстояние от вертикальной и горизонтальной осей симметрии моста падения бомб), независимы и распределены нормально со средними квадратическими отклонениями, соответственно равными 6м и 4м, и математическими ожиданиям равными нулю. 

Найти:

а) вероятность попадания в мост одной бомбы;

б) вероятность разрушения моста, если сброшены две бомбы, причем известно, что для разрушения моста достаточно одного попадания.

Решение. а)
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Задания для самостоятельного решения 
4.1. Случайная величина X задана на всей оси Оx функцией распределения 
[image: image730.wmf]p
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Найти вероятность того, что в результате испытания величина X примет значение, заключенное в интервале (0, 1).

4.2. Случайная величина X задана функцией распределения 
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Найти вероятность того, что в результате испытания величина X примет значение, заключенное в интервале (-1; 1).

4.3. Функция распределения непрерывной случайной величины X (времени безотказной работы некоторого устройства) равна 
[image: image732.wmf])
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Найти вероятность безотказной работы устройства за время 
[image: image733.wmf]T
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4.4.Случайная величина Х задана следующим образом:
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Найти 
[image: image735.wmf](
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, построить графики 
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)

fx

 и 
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Вычислить числовые характеристики и вероятность попадания случайной величины в интервал (2,5; 3,5).
4.5. Случайная величина X задана функцией распределения 


[image: image738.wmf].
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Найти вероятность того, что в результате четырех независимых испытаний величина Х равно три раза примет значение, принадлежащее интервалу (0,25; 0,75).

4.6. Дана функция распределения непрерывной случайной величины Х:
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Найти плотность распределения f(х).

4.7. Непрерывная случайная величина Х в интервале (0, ∞) задана плотностью распределения 
[image: image740.wmf])
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; вне этого интервала f(х)=0. 
Найти вероятность того, что Х примет значение, принадлежащее интервалу (1; 2).

4.8. Плотность распределения непрерывной случайной величины Х в интервале (
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; вне этого интервала f(х)=0. 
Найти вероятность того, что в трех независимых испытаниях Х примет ровно два раза значение, заключенное в интервале (0, 
[image: image743.wmf]4

p

).

4.9. Задана плотность распределения непрерывной случайной величины Х:


[image: image744.wmf].
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Найти функцию распределения F(х).

4.10. Задана плотность распределения непрерывной случайной величины Х:


[image: image745.wmf].
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Найти функцию распределения F(х).

4.11. Задана плотность распределения непрерывной случайной величины Х:


[image: image746.wmf].
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Найти функцию распределения F(х).

4.12. Плотность распределения непрерывной случайной величины Х задана на всей оси Ох равенством 
[image: image747.wmf])
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Найти постоянный параметр С.

4.13. Плотность распределения непрерывной случайной величины Х в интервале (0, π/2) равна f(x)=Csin2x; вне этого интервала f(х)=0.

Найти постоянный параметр С.

4.14. Плотность распределения непрерывной случайной величины Х задана в интервале (0, 1) равенством f(x)=Сarctgx; вне этого интервала f(x)=0.

Найти постоянный параметр С.

4.15. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(х)=(1/2)х в интервале (0; 2); вне этого интервала f(х)=0.

Найти математическое ожидание величины Х.

4.16. Случайная величина Х задана плотностью вероятности (распределение Лапласа) 
[image: image748.wmf]x
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Найти математическое ожидание величины Х.

4.17. Случайная величина Х задана плотностью распределения 
[image: image749.wmf])
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 в интервале (0; 1); вне этого интервала f(х)=0.

Найти: а) параметр с; б) математическое ожидание величины Х.

4.18. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(x)=cosx в интервале (0, 
[image: image750.wmf]2

p

); вне этого интервала f(х)=0. 
Найти математическое ожидание функции 
[image: image751.wmf]2
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 (не находя предварительно плотности распределения Y).

4.19. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(x)=x+0,5 в интервале (0; 1); вне этого интервала f(х)=0.

Найти математическое ожидание функции 
[image: image752.wmf]3
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 (не находя предварительно плотности распределения Y).

4.20. Случайная величина Х распределена нормально с математическим ожиданием 
[image: image753.wmf]25

a

=

. Вероятность попадания Х в интервал (10; 15) равна 0,2. 
Чему равна вероятность попадания Х в интервал (35; 40)? 

4.21. Цена деления шкалы измерительного прибора равна 0,2. Показания прибора округляют до ближайшего целого деления.

Найти вероятность того, что при отсчете будет сделана ошибка: а) меньшая 0,04; б) большая 0,05.

4.22. Автобусы некоторого маршрута идут строго по расписанию. Интервал движения 5 мин.

Найти вероятность того, что пассажир, подошедший к остановке, будет ожидать очередной автобус менее 3 мин.

4.23. Минутная стрелка электрических часов перемещается скачком в конце каждой минуты.

Найти вероятность того, что в данное мгновение часы покажут время, которое отличается от истинного не более чем на 20 с.

4.24. Закон равномерного распределения задан плотностью вероятности f(x)=
[image: image754.wmf]a
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 в интервале (a, b); вне этого интервала f(х)=0.

Найти функцию распределения F(х).

4.25. Математическое ожидание нормального распределения случайной величины Х равно а=3 и среднее квадратическое отклонение σ=2.

Написать плотность вероятности Х.

4.26. Написать плотность вероятности нормального распределения случайной величины Х, зная, что М(Х)=3, D(Х)=16.

4.27. Нормально распределенная случайная величина Х задана плотностью 
[image: image755.wmf]50
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Найти математическое ожидание и дисперсию Х.

4.28. Дана функция распределения нормированного нормального закона 
[image: image756.wmf]dt
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Найти плотность распределения f(х).
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